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一类脉冲种群模型渐近概周期解的研究

王丽
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摘　 要：基于 Ｍａｗｈｉｎ 延拓定理，研究了一类脉冲种群模型严格正的渐近概周期解的存在性。 所得结

论推广了已有文献的结论。 由于 Ｍａｗｈｉｎ 延拓定理之前仅被用来证明很多类方程（如：脉冲微分方程、
泛函微分方程、积分方程、Ｌｉｅｎａｒｄ 型方程、Ｐ⁃Ｌａｐｌａｃｉａｎ 方程等）周期解或概周期解的存在性，故具一定

的创新性。
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　 　 脉冲微分方程对在瞬时干扰下状态发生突然变

化的演变过程提供了一种自然的描述，关于该类方

程的基本理论可参考文献［１］。 周期解理论是脉冲

微分方程理论中的重要分支［２］，Ｍａｗｈｉｎ 延拓定理则

是研究脉冲微分方程周期解存在性的一种有利工

具［３⁃４］。 事实上，Ｍａｗｈｉｎ 延拓定理也常被用来研究

其它类型微分方程周期解的存在性，例如：泛函微分

方程［５］，Ｌｉｅｎａｒｄ 型方程［６］，Ｐ⁃Ｌａｐｌａｃｉａｎ 方程［７］等等，
限于篇幅，此处不一一赘述。

２００８ 年，谢毅、李宪高教授在文献［８］中首次利

用 Ｍａｗｈｉｎ 延拓定理证明了一类单种群模型的概周

期解的存在性。 随后，Ｊ Ｏ Ａｌｚａｂｕｔ 等人延续文献

［８］的思路，利用 Ｍａｗｈｉｎ 延拓定理证明了一类 Ｌｏｇ⁃
ａｒｉｔｈｍｉｃ 种群模型的概周期解的存在性［９］。 本文作

者在文献［１０］中通过研究逐段连续的概周期函数

性质，将 Ｍａｗｈｉｎ 延拓定理应用到了证明带脉冲的

一类种群模型的概周期解的存在性上。 到目前为

止，还未发现有文献利用 Ｍａｗｈｉｎ 延拓定理研究方

程的渐近概周期解的存在性。 事实上，渐近概周期

作为概周期的一种推广，具有重要的实际意义及研

究价值［１１］，鉴于此，本文将利用 Ｍａｗｈｉｎ 延拓定理研

究一类脉冲扰动下的种群模型的严格正的渐近概周

期解的存在性。 显然，本文具有一定的创新性。 除

此之外，本文结论部分也说明了，本文的主要结果是

已有相关结果的推广。

１　 预备知识

在这一节我们将给出一些预备知识，为后面主

要结论的证明做准备。 首先要注意到的是，脉冲方

程的解是分段连续的，所以，区别于 Ｂｏｈｒ 意义下连

续的渐近概周期函数［１２］（这类函数的全体组成的空

间用 ＡＡＰ（Ｒ） 表示），本文首先给出分段连续的渐

近概周期函数定义，令 ＰＣ（Ｒ，Ｒ） 表示全体从 Ｒ 到

Ｒ 的具有第一类间断点 ｔｋ 并在 ｔｋ 处左连续的分段连

续函数全体。
定义 １［２］ 　 函数 ϕ（·） ∈ ＰＣ（Ｒ，Ｒ） 被称为概

周期函数是指：① 函数间断点组成的序列｛ ｔｋ｝ 是一

致概周期的且 ｉｎｆ
ｋ∈Ｒ

ｔ１ｋ ＝ ｉｎｆ
ｋ∈Ｒ

（ ｔｋ＋１ － ｔｋ） ＝ θ ＞ ０；②对∀ε

＞ ０，∃δ ＞ ０ 使得若 ｔ１ 和 ｔ２ 属于 ϕ（·） 的同一个连

续区间，当 ｜ ｔ１ － ｔ２ ｜ ＜ δ 时，有 ｜ φ（ ｔ１） － φ（ ｔ２） ｜ ＜
ε；③ 对 ∀ε ＞ ０，存在相对稠密的集合 Ｔ（ϕ，ε），对
∀τ ∈Ｔ（ϕ，ε） 均有 ｜ ϕ（ ｔ ＋ τ） － ϕ（ ｔ） ｜ ＜ ε，∀ ｜ ｔ －

ｔｋ ｜ ＞ ε 成立，用ＡＰ（Ｒ） 表示全体该类函数组成的

空间。
定义 ２　 称函数 ϕ（·） ∈ ＰＣ（Ｒ，Ｒ） 是渐近概

周期函数是指：ϕ（·） ＝ ϕ１（·） ＋ ϕ０（·），其中，ϕ１（·）

∈ ＡＰ（Ｒ），ϕ０（·） ∈ 􀭵Ｃ０（Ｒ） ＝ ｛ϕ（·） ｜ ϕ（·） ∈ ＰＣ
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（Ｒ，Ｒ） 且ｌｉｍ
ｔ→∞

｜ ϕ（ ｔ） ｜ ＝ ０，｝ 用ＡＡＰ（Ｒ） 表示全体该

类函数组成的集合。
注 １　 分段连续的渐近概周期函数定义 ２ 是

Ｂｏｈｒ 意义下连续的渐近概周期函数定义［１２］ 的

推广。
为方便起见，我们引入一些基本的记号：若函数

φ（·） ∈ ＡＡＰ（Ｒ）（或ＡＡＰ（Ｒ）），则 φ（·） ＝ φ１（·） ＋
φ０（·），其概周期部分记为 φ１（·），扰动部分记为

φ０（·），其平均极限值用ｍ（φ） ＝ ｌｉｍ
Ｔ→∞

１
２Ｔ∫

Ｔ

－Ｔ
φ（ ｓ）ｄｓ表

示；若 ϕ（·） ∈ ＡＰ（Ｒ） 或ＡＰ（Ｒ），用 Λϕ 表示函数 ϕ
的 Ｆｏｕｒｉｅｒ指数，ｍｏｄ（ϕ） 表示ϕ的模，其平均极限值

也用 ｍ（ϕ） 表示。
本文主要研究一类带脉冲的种群模型：

Ｎ′（ ｔ） ＝ Ｎ（ ｔ）［ａ（ ｔ） － ｂ（ ｔ）Ｎ（ ｔ） －
　 ｄ（ ｔ）Ｎ（ ｔ － τ（ ｔ））］　 　 　 　 ｔ ≠ ｔｋ
Ｎ（ ｔ ＋ｋ ） ＝ （１ ＋ ｃｋ）Ｎ（ ｔｋ）　 　 ｔ ＝ ｔｋ，ｋ ＝ １，２，３，…

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１）
进一步的，假设方程（１）中参数满足如下条件：
　 （Ｈ１） 　 ａ（·），ｂ（·），ｄ（·） ∈ ＡＡＰ（Ｒ），τ（·） ∈
ＡＰ（Ｒ），ｂ（·），ｄ（·） 的概周期部分 ｂ１（·），ｄ１（·） 非

负，｛ｃｋ｝ 是概周期序列，｛ ｔｋ｝ 是一致概周期序列；

　 （Ｈ２）　 ∏
０ ＜ ｔｋ ＜ ｔ

（１ ＋ ｃｋ）， ∏
０ ＜ ｔｋ ＜ ｔ－τ（ ｔ）

（１ ＋ ｃｋ） 是正的概

周期函数且 ｉｎｆｔ∈Ｒ ∏
０ ＜ ｔｋ ＜ ｔ

（１ ＋ ｃｋ） ＞ ０；

　 （Ｈ３）　 ｍ（ａ） ＞ ｍ（ ｜ ｂ ｜ ∏
０ ＜ ｔｋ ＜ ｔ

（１ ＋ ｃｋ）） ＋ ｍ（ ｜ ｄ ｜

∏
０ ＜ ｔｋ ＜ ｔ－τ（ ｔ）

（１ ＋ ｃｋ））。

在开始研究方程（１） 的严格正的渐近概周期解

的存在性之前，我们首先考虑方程：

ｙ′（ ｔ） ＝ ｙ（ ｔ）［ａ（ ｔ） － ｂ（ ｔ） ∏
０ ＜ ｔｋ ＜ ｔ

（１ ＋ ｃｋ）ｙ（ ｔ） －

　 ｄ（ ｔ） ∏
０ ＜ ｔｋ ＜ ｔ－τ（ ｔ）

（１ ＋ ｃｋ）ｙ（ ｔ － τ（ ｔ））］ （２）

　 　 注意到条件（Ｈ２），类似于文献［１０］可知，方程

（１）和（２）的解有如下关系：
引理 ３ 　 若 方 程 （ １ ） 存 在 正 解 Ｎ（ ｔ） ∈

ＡＡＰ（Ｒ），则 ｙ（ ｔ） ＝ ∏
０ ＜ ｔｋ ＜ ｔ

（１ ＋ ｃｋ）
－１Ｎ（ ｔ） ∈ ＡＡＰ（Ｒ）

是方程（２） 的正解；若方程（２） 存在正解 ｙ（ ｔ） ∈

ＡＡＰ（Ｒ），则Ｎ（ ｔ） ＝ ∏
０ ＜ ｔｋ ＜ ｔ

（１ ＋ ｃｋ）ｙ（ ｔ） ∈ ＡＡＰ（Ｒ） 是

方程（１） 的正解。

令 ｙ（ ｔ） ＝ ｅｘ（ ｔ），则 ｘ（ ｔ） 满足方程：

ｘ′（ ｔ） ＝ ａ（ ｔ） － ｂ）（ ｔ） ∏
０ ＜ ｔｋ ＜ ｔ

（１ ＋ ｃｋ）ｅｘ（ ｔ） －

　 ｄ（ ｔ） ∏
０ ＜ ｔｋ ＜ ｔ－τ（ ｔ）

（１ ＋ ｃｋ）ｅｘ（ ｔ －τ（ ｔ）） （３）

　 　 显然，若方程（３）存在 ＡＡＰ（Ｒ） 解，则方程（２）
存在严格正的 ＡＡＰ（Ｒ） 解。 结合引理 ３ 可知，为了

证明方程（１）存在严格正的渐近概周期解，只需证

明方程（３）的 Ｂｏｈｒ 意义下的渐近概周期解的存在

性。 本文用到的方法 Ｍａｗｈｉｎ 延拓定理可参见文献

［４⁃１０，１３］，为节省篇幅，此处省略不提。

２　 论证过程

在这一节，我们将利用 Ｍａｗｈｉｎ 延拓定理证明

方程（３）的渐近概周期解的存在性。 为此，我们首

先令：
Ｘ１ ＝ ｛ｘ ∈ ＡＡＰ（Ｒ），ｘ ＝ ｘ１ ＋ ｘ０，ｘ１ ∈ ＡＰ（Ｒ），
　 ｘ０ ∈ Ｃ０（Ｒ），ｍｏｄ（ｘ１） ⊂ ｍｏｄ（Ｆ），
　 ∀λ ∈ Λｘ１，α１ ＞ ｜ λ ｜ ＞ α，

　 ∫ｔ
０
ｘ０（ ｓ）ｄｓ ∈ Ｃ０（Ｒ）， ｜ ∫ｔ

０
ｘ０（ ｓ）ｄｓ ｜ ＜ Ｍ｝ ∪ ｛０｝，

Ｚ１ ＝ ｛ ｚ ∈ ＡＡＰ（Ｒ），ｚ ＝ ｚ１ ＋ ｚ０，ｚ１ ∈ ＡＰ（Ｒ），

　 ｚ０ ∈ Ｃ０（Ｒ），ｍｏｄ（ ｚ１） ⊂ ｍｏｄ（Ｆ）， ∀λ ∈ Λｚ１，

　 α１ ＞ ｜ λ ｜ ＞ α，∑
∞

ｉ ＝ １
｜ ａ（λ ｉ，ｚ１） ｜ ＜ ＋ ∞，

　 ∫ｔ
０
ｚ０（ ｓ）ｄｓ ∈ Ｃ０（Ｒ）， ｜ ∫ｔ

０
ｚ０（ ｓ）ｄｓ ｜ ＜ Ｍ｝ ∪ ｛０｝，

Ｚ２ ＝ Ｘ２ ＝ ｛ｘ（·） ≡ ｈ， ∀ｈ ∈ Ｒ｝
此处， α１，α，Ｍ 是给定的正常数，Ｆ（·） 是给定的概

周期函数，令 Ｘ ＝ Ｘ１ ⊕ Ｘ２，Ｚ ＝ Ｚ１ ⊕ Ｚ２，对任意的 ϕ
∈ Ｘ ｏｒ Ｚ，定义 ｜ ｜ ϕ ｜ ｜ ＝ ｓｕｐｔ∈Ｒ ｜ ϕ（ ｔ） ｜ ，则有：

引理 ４　 Ｘ 和 Ｚ 均是 Ｂａｎａｃｈ 空间。
证明 　 根据文献 ［１０，１２］ 易知， 为了证明

Ｘ（Ｚ） 是 Ｂａｎａｃｈ 空 间， 只 需 证 明 Ｘ１（Ｚ１） 中

Ｃ０（Ｒ）（􀭵Ｃ０（Ｒ）） 序列｛ ｚｎ０｝ 具有封闭性。 我们以 Ｘ１

为例证明，Ｚ１ 类似可得。 假设｛ ｚｎ０（·）｝ ⊂ Ｃ０（Ｒ） 满

足 ｜ ∫ｔ
０
ｚｎ０（ ｓ）ｄｓ ｜ ＜ Ｍ 且 ∫ｔ

０
ｚｎ０（ ｓ）ｄｓ ∈ Ｃ０（Ｒ），

ｚｎ０（·）⇒ｚ０（·）， 现 需 要 证 明 ｚ０（·） ∈ Ｃ０（Ｒ），

∫ｔ
０
ｚ０（ ｓ）ｄｓ ∈ Ｃ０（Ｒ）， ｜ ∫ｔ

０
ｚ０（ ｓ）ｄｓ ｜ ＜ Ｍ。 首先， 易知

·８９５·
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ｚ０（·） ∈Ｃ０（Ｒ）。 若∃ｔ ＋∈Ｒ使得 ｜ ∫ｔ
＋

０
ｚ０（ ｓ）ｄｓ ｜ ≥Ｍ

则对充分大的 ｎ 一定有 ｜ ∫ｔ
＋

０
ｚｎ０（ ｓ）ｄｓ ｜ ≥ Ｍ， 故，

｜ ∫ｔ
０
ｚ０（ ｓ）ｄｓ ｜ ＜ Ｍ。 接 下 来 证 明， ∫ｔ

０
ｚ０（ ｓ）ｄｓ ∈

Ｃ０（Ｒ）， 若不然，∃ε １ ＞ ０ 及一列趋于无穷的序列

｛ ｔｋ｝ 使得 ｜ ∫ｔ ｋ
０
ｚ０（ ｓ）ｄｓ ｜ ＝｜ ∫ｔ ｋ

０
ｌｉｍ
ｎ→∞

ｚｎ０（ ｓ）ｄｓ ｜ ＞ ε １，

∀ｋ。 因为，ｚｎ０（·）⇒ｚ０（·），故， ｜ ｌｉｍ
ｎ→∞∫

ｔ ｋ

０
ｚｎ０（ ｓ）ｄｓ ｜ ＞

ε １，∀ｋ，由此可知，∃ｎ∗ 满足 ｜ ∫ｔ ｋ
０
ｚｎ∗０（ ｓ）ｄｓ ｜ ＞

ε １

２
，

∀ｋ。 由于 ｌｉｍ
ｋ→∞

ｔｋ ＝ ∞ 且∫ｔ
０
ｚｎ∗０（ ｓ）ｄｓ ∈ Ｃ０（Ｒ），故，

ｌｉｍ
ｋ→∞∫

ｔ ｋ

０
ｚｎ∗０（ ｓ）ｄｓ ＝ ０， 矛盾， 从而可知 ∫ｔ

０
ｚ０（ ｓ）ｄｓ ∈

Ｃ０（Ｒ）。 证毕。
接下来我们定义一些 Ｍａｗｈｉｎ 延拓定理中涉及

的算子，令：
Ｌ：Ｘ → Ｚ， Ｌｘ ＝ ｄｘ ／ ｄｔ； Ｐ：Ｘ → Ｘ，
Ｐｘ ＝ ｍ（ｘ）； Ｑ：Ｚ → Ｚ， Ｑｚ ＝ ｍ（ ｚ），

则，我们有：
引理 ５　 Ｌ 是指标为 ０ 的 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 算子且 Ｐ，Ｑ

连续，ＩｍＬ ＝ ＫｅｒＱ，ＩｍＰ ＝ ＫｅｒＬ。
证明 　 注意到 Ｚ１ 的结构，与文献［８⁃１０］ 类似

可证 Ｌ 是指标为 ０ 的 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 算子且 ＩｍＬ ＝ ＫｅｒＱ，
ＩｍＰ ＝ ＫｅｒＬ。 接下来以Ｐ为例证明连续性，Ｑ的连续

性同理可证。 若 ｘ ∈ Ｘ，则 ｘ ＝ ｘ１ ＋ ｘ２，ｘ１ ＝ ｘ１１（·） ＋
ｘ１０（·） ∈ Ｘ１，ｘ１１（·） ∈ ＡＰ（Ｒ），ｘ１０（·） ∈ Ｃ０（Ｒ），ｘ２

是个常值函数，因为∫ｔ
０
ｘ１０（ ｓ）ｄｓ∈Ｃ０（Ｒ），故，ｍ（ｘ）＝

ｍ（ｘ１１） ＋ ｘ２。 对于 Ｘ 中任意序列｛ｘｎ ＝ ｘｎ１ ＋ ｘｎ０ ＋
ｘｎ２｝，其中，ｘｎ１ ∈ ＡＰ（Ｒ），ｘｎ０ ∈ Ｃ０（Ｒ），ｘｎ２ ≡ ｃｏｎｓｔ，
若 ｘｎ → ｘ，由 Ｘ ＝ Ｘ１ ⊕ Ｘ２，易知，ｘｎ２ → ｘ２ 且 ｘｎ１ ＋ ｘｎ０

→ ｘ１１ ＋ ｘ１０。 因为，ｘｎ１ → ｘ１１ ＋ ｘ１０ － ｘｎ０ ∈ ＡＡＰ（Ｒ） ∩
ＡＰ（Ｒ） ＝ ＡＰ（Ｒ），故，ｘ１０ － ｘｎ０ →０，从而 ｘｎ１ → ｘ１１。
与此同时，Ｐｘｎ ＝ ｍ（ｘｎ１） ＋ ｘｎ２ →ｍ（ｘ１１） ＋ ｘ２ ＝ Ｐｘ，故
Ｐ 连续，同理可证 Ｑ 连续。 证毕。

由引理 ２可知，ＬＤｏｍＬ∩ＫｅｒＰ：（ Ｉ － Ｐ）Ｘ→ＩｍＬ可逆，

其逆 ＫＰ：ＩｍＬ → ＫｅｒＰ ∩ ＤｏｍＬ，ＫＰｚ（ ｔ） ＝ ∫ｔ
０
ｚ（ ｓ）ｄｓ －

ｍ ∫ｔ
０
ｚ（ ｓ）ｄｓ( ) ，ｚ（·） ∈ ＩｍＬ ＝ Ｚ１，令，

Ｎ：Ｘ → Ｚ，Ｎｘ（ ｔ） ＝ ａ（ ｔ） － ｂ（ ｔ） ∏
０ ＜ ｔｋ ＜ ｔ

（１ ＋ ｃｋ）ｅｘ（ ｔ） －

　 ｄ（ ｔ） ∏
０ ＜ ｔｋ ＜ ｔ－τ（ ｔ）

（１ ＋ ｃｋ）ｅｘ（ ｔ －τ（ ｔ））

那么

Ｋｐ（ Ｉ － Ｑ）Ｎｘ（ ｔ） ＝ ∫ｔ
０
（Ｎｘ（ ｓ） － ＱＮｘ（ ｓ））ｄｓ －

　 ｍ（∫ｔ
０
（Ｎｘ（ ｓ） － ＱＮｘ（ ｓ））ｄｓ），ＱＮｘ（ ｔ） ＝ ｍ（Ｎｘ（ ｔ））

任取 Ｘ 中的有界开集 Ω，类似文献［８⁃１０］ 并结合引

理 ４ 及 Ｘ 的构造易知，ＱＮ，（ Ｉ － Ｑ）Ｎ，Ｋｐ（ Ｉ － Ｑ）Ｎ连

续，Ｋｐ（ Ｉ － Ｑ）Ｎ 在 􀭵Ｅ 上一致有界并且等度连续，因
此，Ｋｐ（ Ｉ － Ｑ）Ｎ： 􀭵Ｅ→ Ｘ是紧的，从而可知，Ｎ在􀭺Ε上

是 Ｌ 紧的。
接下来，我们给出本文的主要结论：
定理 ６　 假设条件（Ｈ１） ～ （Ｈ３）成立，那么，方

程（１）存在严格正的渐近概周期解。
证明：从上面的分析可知，为了证明方程（１）存

在严格正的渐近概周期解，只需要证明方程（３）的

Ｂｏｈｒ 意义下的渐近概周期解的存在性。 定义： Ｊ：
ＩｍＱ → ＫｅｒＬ 是个恒等算子，为了应用 Ｍａｗｈｉｎ 延拓

定理证明方程（３） 的 Ｂｏｈｒ 意义下的渐近概周期解

的存在性，我们接下来需要寻找合适的延拓定理中

提及的有界开子集 Ω。 对任意 λ ∈（０，１），方程 Ｌｘ ＝
λＮｘ 意味着：

ｘ′（ ｔ） ＝ λ (ａ（ ｔ） － ｂ（ ｔ） ∏
０ ＜ ｔｋ ＜ ｔ

（１ ＋ ｃｋ）ｅｘ（ ｔ） －

　 ｄ（ ｔ） ∏
０ ＜ ｔｋ ＜ ｔ－τ（ ｔ）

（１ ＋ ｃｋ）ｅｘ（ ｔ －τ（ ｔ）） ) （４）

　 　 如果 ｘ（·）是方程（４）的解，我们对方程（４）两
边取平均极限值，可得：

ｍ（ａ（ ｔ）） ＝ ｍ ( ｂ（ ｔ） ∏
０ ＜ ｔｋ ＜ ｔ

（１ ＋ ｃｋ）ｅｘ（ ｔ） ＋

　 ｄ（ ｔ） ∏
０ ＜ ｔｋ ＜ ｔ－τ（ ｔ）

（１ ＋ ｃｋ）ｅｘ（ ｔ －τ（ ｔ）） )
因此

ｍ（ａ（ ｔ）） ≤ ｍ ｜ ｂ（ ｔ） ｜ ∏
０ ＜ ｔｋ ＜ ｔ

（１ ＋ ｃｋ）ｅｘ（ ｔ）( ) ＋

　 ｍ ( ｜ ｄ（ ｔ） ｜ ∏
０ ＜ ｔｋ ＜ ｔ－τ（ ｔ）

（１ ＋ ｃｋ）ｅｘ（ ｔ －τ（ ｔ）） )
从而可得

·９９５·
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ｘｓ ＝ ｓｕｐ
ｔ∈Ｒ

ｘ（ ｔ） ≥ ｌｎ ｍ（ａ）

ｍ ( ｜ ｂ ｜ ∏
０ ＜ ｔｋ ＜ ｔ

（１ ＋ ｃｋ） ) ＋ ｍ ( ｜ ｄ ｜ ∏
０ ＜ ｔｋ ＜ ｔ－τ（ ｔ）

（１ ＋ ｃｋ） )
∶ ＝ Ｍ１ ＞ ０

由此可以断言，一定 ∃ｔ∗ ∈ Ｒ， ｓ．ｔ． ｜ ｘ（ ｔ∗） ｜ ＜ Ｍ１

＋ １。
注意到 ｘ（·） 是方程的解，其概周期部分记为

ｘ１（·） 满足方程：

ｘ′１（ ｔ） ＝ λ (ａ１（ ｔ） － ｂ１（ ｔ） ∏
０ ＜ ｔｋ ＜ ｔ

（１ ＋ ｃｋ）ｅｘ１（ ｔ） －

　 ｄ１（ ｔ） ∏
０ ＜ ｔｋ ＜ ｔ－τ（ ｔ）

（１ ＋ ｃｋ）ｅｘ１（ ｔ －τ（ ｔ）） )
类似文献［８⁃１０］可知， ∀１ ＞ ε ＞ ０，∃δ ＞ ０，ｓ．ｔ．

Ｔ（Ｆ，δ） ⊂ Ｔ（∫ｔ
０
ｘ′１（ ｓ）ｄｓ，ε），令 ｌ 为 Ｔ（Ｆ，δ） 对应的

包 含 区 间 长 度，􀭵τ ∈ ［ ｌ，２ｌ］ ∩ Ｔ（Ｆ，δ） ⊂

Ｔ（∫ｔ
０
ｘ′１（ ｓ）ｄｓ，ε） ，则

ｓｕｐ
ｔ∈Ｒ

｜ ∫ｔ
ｔ∗
ｘ′１（ ｓ）ｄｓ ｜ ≤ ２∫ｔ

∗＋ｌ

ｔ∗
｜ ｘ′１（ ｓ） ｜ ｄｓ ＋

　 １ ≤ ２∫ｔ
∗＋􀭵τ

ｔ∗
｜ ｘ′（ ｓ） ｜ ｄｓ ＋ １ ≤

　 ２λ∫ｔ
∗＋􀭵τ

ｔ∗
｜ ａ１（ ｓ） ｜ ｄｓ ＋

　 ２λ∫ｔ
∗＋􀭵τ

ｔ∗
( ｂ１（ ｓ） ∏

０ ＜ ｔｋ ＜ ｔ
（１ ＋ ｃｋ）ｅｘ１（ ｓ） ＋

　 ｄ１（ ｓ） ∏
０ ＜ ｔｋ ＜ ｔ－τ（ ｔ）

（１ ＋ ｃｋ）ｅｘ１（ ｓ－τ（ ｓ）） )ｄｓ ＋ １ ≤

　 ４λ∫ｔ
∗＋􀭵τ

ｔ∗
｜ ａ１（ ｓ） ｜ ｄｓ ＋｜ ∫ｔ

∗＋􀭵τ

ｔ∗
ｘ′１（ ｓ）ｄｓ ｜ ＋

　 １ ≤ ４∫ｔ
∗＋􀭵τ

ｔ∗
｜ ａ１（ ｓ） ｜ ｄｓ ＋ ２

　 　 基于上面的不等式，我们立刻可得：

‖ｘ‖ ＝ ｓｕｐ
ｔ∈Ｒ

｜ ｘ（ ｔ） ｜ ≤｜ ｘ（ ｔ∗） ｜ ＋

　 ｓｕｐ
ｔ∈Ｒ

｜ ∫ｔ
ｔ∗
ｘ′（ ｓ）ｄｓ ｜ ≤

　 Ｍ１ ＋ １ ＋ ｓｕｐ ｜
ｔ∈Ｒ ∫

ｔ

ｔ∗
ｘ′０（ ｓ）ｄｓ ｜ ＋ ｓｕｐ ｜

ｔ∈Ｒ ∫
ｔ

ｔ∗
ｘ′１（ ｓ）ｄｓ ｜ ≤

　 Ｍ１ ＋ ２Ｍ ＋ ４∫ｔ
∗＋􀭵τ

ｔ∗
｜ ａ１（ ｓ） ｜ ｄｓ ＋ ３

取

Ω ＝ ｛ｘ ∈ Ｘ， ｜ ｜ ｘ ｜ ｜ ≤ Ｍ１ ＋ ２Ｍ ＋

　 ４∫ｔ
∗＋􀭵τ

ｔ∗
｜ ａ１（ ｓ） ｜ ｄｓ ＋ １０｝

类似［８，１０］可知此时 Ω 满足 Ｍａｗｈｉｎ 延拓定理的所

有条件，根据该定理可知方程（３）存在渐近概周期

解，从而方程 （ １） 存在严格正的渐近概周期解。
证毕。

３　 结　 论

Ｍａｗｈｉｎ 延拓定理之前被广泛用于证明各类微

分周期解或概周期解的存在性，本文用该定理证明

了一类脉冲种群模型的渐近概周期解的存在性，因
此，本文具一定的创新性。

利用Ｍａｗｈｉｎ 延拓定理，文献［８］研究了当 ｃｋ ＝ ０
时方程（１）的 Ｂｏｈｒ 意义下的概周期解的存在性；文
献［１０］研究了方程（１）的概周期解的存在性。 本文

研究了方程（１）的渐近概周期解的存在性，根据文

献［１２］可知，此时方程一定存在概周期解，故本文

的结论推广了已有文献的结论。
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