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摘　 要：文章将包络函数引入时空动态可靠性问题，通过包络面来近似随时间和空间位置变化的多参

数动态可靠性问题的失效域，从而将时空动态可靠性问题转化成相应的静态问题，在保证计算精度的

条件下极大地降低了可靠性与可靠性全局灵敏度分析的计算量。 对于时空动态可靠性全局灵敏度分

析问题，文章将包络面与三点估计相结合，高效完成了输入变量的可靠性全局灵敏度分析。
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　 　 机械产品的动态可靠性是指其在给定的时间区

间上能够正常运行的概率［１］。 输入的不确定性必

然导致实际输出具有不确定性，而输出的不确定性

在一定程度上便会导致机械产品的破坏。 可靠性分

析能够得到输出响应量的统计规律，从而能够衡量

机械产品安全运行的概率，为保证产品的安全提供

参考。
目前，已经形成的比较有效的求解机械产品可

靠性方法包括一次可靠性方法（ＦＯＲＭ） ［２⁃３］、改进的

一次可靠性方法 （ ＦＯＳＭ） ［４⁃５］ 和蒙特卡罗方法

（ＭＣＳ）等［６］。 蒙特卡罗法虽然对功能函数的形式

及变量的概率密度函数和维数没有限制且一般精度

较高，但其计算量巨大。 改进的一次方法能够很好

地权衡计算精度和计算效率，本文在该方法基础上

研究时空动态可靠性及其全局灵敏度分析的高效方

法。 对于工程中常见的输入变量变异性较小的问

题，该类方法具有较高的精度。
对于动态可靠性问题，目前使用较多的方法可

以分为 ２ 类：基于极值响应的方法［７⁃９］和基于首次超

越的方法［１０⁃１１］。 基于极值响应的方法针对极值分

布可求得的情况，其能够将动态可靠性问题转变为

静态可靠性问题进行求解。 目前基于首次超越的思

想方法中使用较多的方法是使用 Ｒｉｃｅ 公式［１２］，但
获得跨越率依然很难。

包络函数法常应用于电子工程领域［１３］，有学

者［１４⁃１５］将包络函数法应用于结构优化问题。 Ｄｕ［１６］

提出了动态可靠性分析问题的包络函数法，能够很

好地克服以上动态可靠性方法的缺点。 该方法通过

引入失效边界上失效概率最大点处的包络面来近似

失效域，从而将动态可靠性问题转化为扩展点处的

静态可靠性问题。 由于该方法只针对包含一维参数

的动态可靠性问题，因此并不能用来分析多参数动

态可靠性问题。
可靠性全局灵敏度分析可以得到影响产品可靠

性的输入变量的重要性，如静态问题的可靠性全局

灵敏度分析［１７］。 为了能够分析得到影响机械产品

动态可靠性的基本输入变量的重要性，十分有必要

研究动态可靠性的全局灵敏度分析方法。
本文在文献［１６］基础上提出一种计算含有时

间和空间多维参数的动态可靠性问题的包络函数

法，该方法能够很好地克服以上方法的缺陷，得到较

为准确的结果。 对于多输出的问题，该方法亦具有

一定的适用性。 同时，在该可靠性方法的基础上，本
文结合三点估计提出了一种计算可靠性全局灵敏度
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指标的新方法。

１　 时空动态可靠性分析定义

时间 ｔ 和空间 ｚ 的多参数的动态输出响应为

ｆ（ｘ，ｚ，ｔ）。 其中，ｘ ＝ （ｘ１，…，ｘｎ） 是 ｎ 维随机输入变

量，ｚ ∈ ［ ｚ０，ｚｆ］ 是空间位置参数，ｔ ∈ ［ ｔ０，ｔｆ］ 是时间

参数。 为了保证机械产品能够正常工作，要求输出

响应必须不大于要求的阀值 ε。 因此，多参数动态

可靠性定义为在给定的时间和空间内输出响应满足

要求阀值的概率，定义式如下

Ｒ（ ｚ，ｔ） ＝ Ｐ｛ ｜ ｆ（ｘ，ｚ，ｔ） ｜ ≤ ε，
　 ∀（ ｚ ∈ ［ ｚ０，ｚｆ］） ∪ （ ｔ ∈ ［ ｔ０，ｔｆ］）｝ （１）

　 　 而失效概率则定义为至少存在一个时刻或者空

间位置使输出响应大于阀值的概率，即
Ｐ ｆ（ ｚ，ｔ） ＝ Ｐ｛ ｜ ｆ（ｘ，ｚ，ｔ） ｜ ＞ ε，
　 ∃（ ｚ ∈ ［ ｚ０，ｚｆ］） ∪ （ ｔ ∈ ［ ｔ０，ｔｆ］）｝ （２）

式中，并集 （ ｚ∈［ ｚ０，ｚｆ］） ∪ （ ｔ∈［ ｔ０，ｔｆ］） 表示时间

与空间组成的参数取值域，若以 ｚ 为横坐标，ｔ 为纵

坐标，则其表达为图 １ 中的矩形域。

图 １　 参数取值空间

２　 时空动态可靠性的包络函数法

２．１　 包络函数的定义

分别使用 Ｆ１（ｘ） ＝ ０ 和 Ｆ２（ｘ） ＝ ０ 作为随时间 ｔ
和空间 ｚ 连续变化的动态失效边界 ｆ（ｘ，ｚ，ｔ） ＝ ε 和

ｆ（ｘ，ｚ，ｔ） ＝ － ε 上的包络函数，首先考虑正的失效边

界 ｆ（ｘ，ｚ，ｔ） ＝ ε 的包络函数 Ｆ１（ｘ） ＝ ０。 ｆ（ｘ，ｚ，ｔ） ＝ ε
可以看作是当参数 ｚ 和 ｔ 在其区间变化时的一系列

随机输入变量空间上的超曲面。
考虑空间和时间的 ２ 个邻近超曲面分别为 ｆ（ｘ，

ｚ，ｔ） ＝ ε 与 ｆ（ｘ，ｚ ＋ δｚ，ｔ） ＝ ε 及 ｆ（ｘ，ｚ，ｔ） ＝ ε 与 ｆ（ｘ，ｚ，
ｔ ＋ δｔ） ＝ ε，其中 δｚ ＞ ０，δｔ ＞ ０，则有

ｆ（ｘ，ｚ ＋ δｚ，ｔ） － ｆ（ｘ，ｚ，ｔ）
δｚ

＝ ０ （３）

ｆ（ｘ，ｚ，ｔ ＋ δｔ） － ｆ（ｘ，ｚ，ｔ）
δｔ

＝ ０ （４）

当 δｚ和 δｔ 无限趋近于零时，可以得到如下的偏微分

方程

∂ｆ（ｘ，ｚ，ｔ）
∂ｚ

＝ ０ （５）

∂ｆ（ｘ，ｚ，ｔ）
∂ｔ

＝ ０ （６）

上述两式可以简单记为如下形式

ｆ̇ｚ（ｘ，ｚ，ｔ） ＝ ０ （７）

ｆ̇ｔ（ｘ，ｚ，ｔ） ＝ ０ （８）
　 　 理论上，通过求解以上 ２ 个偏微分方程可以得

到空间参数 ｚ 和时间参数 ｔ 关于输入变量 ｘ 的函数，
记（７） 式和（８） 式的解为 ｚ ＝ ｈ１（ｘ） 和 ｔ ＝ ｈ２（ｘ），并
将 ｚ 和 ｔ 的解代入 ｆ（ｘ，ｚ，ｔ） － ε ＝ ０ 便可以得到正失

效边界包络函数 Ｆ１（ｘ） 的表达式如下

Ｆ１（ｘ） ＝ ｆ（ｘ，ｈ１（ｘ），ｈ２（ｘ）） － ε ＝ ０ （９）
同理可以求得负失效边界的包络函数表达式

Ｆ２（ｘ） ，此时动态可靠性问题转化成如下的形式

Ｒ（ ｚ，ｔ） ＝ Ｐ Ｆ１（ｘ） ≤ ０ ∩ Ｆ２（ｘ） ≥ ０{ } （１０）
　 　 由上面的公式可以看出，动态可靠性的求解已

经被转化成一个静态可靠性的问题。 以下将结合一

次可靠性的近似方法来估计包络函数。
２．２　 包络函数的估计

假设输入变量相互独立且均服从正态分布，对
于输入变量非正态或相关的情况可以使用 Ｒ⁃Ｆ 方

法与 Ｒｏｓｅｎｂｌａｔｔ 方法［６］将其转化成正态变量。 在

输入变量变异性较小的基础上使用一阶泰勒公式将

输出响应函数在输入变量均值处进行线性展开［６］

ｆ（ｘ，ｚ，ｔ） ≈ ａ０（ ｚ，ｔ） ＋ ａ（ ｚ，ｔ） Ｔ·（ｘ － μ） （１１）
式中， μ ＝ （μ １，…，μ ｎ） Ｔ 表示输入变量 ｘ 的均值向

量，ａ０（ ｚ，ｔ） 和 ａ（ ｚ，ｔ） 分别由下式决定

ａ０（ ｚ，ｔ） ＝ ｆ（μ，ｚ，ｔ） （１２）

ａ（ ｚ，ｔ） ＝ (∂ｆ（ｘ，ｚ，ｔ）∂ｘ１ μ
，…，∂ｆ（ｘ，ｚ，ｔ）

∂ｘｎ μ
)
Ｔ

（１３）
　 　 为了简化运算，将随机输入变量 ｘ 转化为标准

正态变量 ｕ

ｕ ＝ （ｕ１，…，ｕｎ） Ｔ ＝
ｘ１ － μ１

σ１
，…，

ｘｎ － μｎ

σｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

（１４）

·２９５·
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式中， σ ＝ （σ １，…，σ ｎ） Ｔ 为 ｘ 的标准差列阵。 则

（１１） 式可以改写成如下形式

ｆ（ｕ，ｚ，ｔ） ≈ Ｌ（ｕ，ｚ，ｔ） ＝ ｂ０（ ｚ，ｔ） ＋ ｂ（ ｚ，ｔ） Ｔ·ｕ
（１５）

式中， ｂ０（ ｚ，ｔ） 和 ｂ（ ｚ，ｔ） 分别为

ｂ０（ ｚ，ｔ） ＝ ａ０（ ｚ，ｔ） （１６）

ｂ（ ｚ，ｔ） ＝ （ｂ１（ ｚ，ｔ），…，ｂｎ（ ｚ，ｔ）） Ｔ ＝

　 （ａ１（ ｚ，ｔ）·σ１，…，ａｎ（ ｚ，ｔ）·σｎ） Ｔ （１７）
　 　 到此，就把原求解包络函数的问题转化为分别

求解线性函数族 Ｌ（ｕ，ｚ，ｔ）＝ ε和 Ｌ（ｕ，ｚ，ｔ）＝ － ε的包

络函数 Ｆ１（ｕ） ＝ ０ 和 Ｆ２（ｕ） ＝ ０ 的问题。
首先考虑正失效边界的包络函数 Ｆ１（ｕ） ＝ ０，结

合（７） 式和（８） 式，其可以由下式决定

Ｌ（ｕ，ｚ，ｔ） ＝ ｂ０（ ｚ，ｔ） ＋ ｂ（ ｚ，ｔ） Ｔ·ｕ ＝ ε

Ｌ̇ｚ（ｕ，ｚ，ｔ） ＝ ｂ̇０ｚ（ ｚ，ｔ） ＋ ｂ̇ｚ（ ｚ，ｔ） Ｔ·ｕ ＝ ０

Ｌ̇ｔ（ｕ，ｚ，ｔ） ＝ ｂ̇０ｔ（ ｚ，ｔ） ＋ ｂ̇ｔ（ ｚ，ｔ） Ｔ·ｕ ＝ ０

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１８）

式中， ｂ̇０ｚ（ ｚ，ｔ） 和 ｂ̇ｚ（ ｚ，ｔ） 分别表示 ｂ０（ ｚ，ｔ） 和 ｂ（ ｚ，ｔ）

对参数 ｚ 求偏导数，ｂ̇０ｔ（ ｚ，ｔ） 和 ｂ̇ｔ（ ｚ，ｔ） 分别表示

ｂ０（ ｚ，ｔ） 和 ｂ（ ｚ，ｔ） 对参数 ｔ 求偏导数。
由包络函数的意义可知，包络函数应该在参数

区间［ ｚ０，ｚｆ］ 和［ ｔ０，ｔｆ］ 上包含所有的失效域。 则包

络函数 Ｆ１（ｕ） ＝ ０ 上的扩展点应该在线性函数 Ｌ（ｕ，
ｚ，ｔ） ＝ ε 上，并且在失效边界上具有最大的概率密

度。 假定 ｕ∗ 为包络函数上的扩展点，则 ｕ∗ 为线性

函数 Ｌ（ｕ，ｚ，ｔ） ＝ ε 上离原点最近的点。 因此，ｕ∗ 向

量与线性函数 Ｌ（ｕ，ｚ，ｔ） ＝ ε 相互垂直，即 ｕ∗ 与线性

函数 Ｌ（ｕ，ｚ，ｔ）＝ ε在ｕ∗ 处的梯度共线。 如图 ２ 所示

在标准正态空间下，小方点即为扩展点。

图 ２　 估计包络面与真实包络面关系图

据该性质可得以下等式

ｕ∗ ＝ ｃ ｂ（ ｚ，ｔ）
‖ｂ（ ｚ，ｔ）‖２

＝ ｃ ｂ（ ｚ，ｔ）

ｂ（ ｚ，ｔ） Ｔ·ｂ（ ｚ，ｔ）
（１９）

式中， ｃ 为常数， ｂ（ ｚ，ｔ）

ｂ（ ｚ，ｔ） Ｔ·ｂ（ ｚ，ｔ）
表示线性函数

Ｌ（ｕ，ｙ，ｔ） ＝ ε 梯度方向上的单位向量。 （１９） 式满足

（１８） 式，将（１９） 式代入（１８） 式中的第一个等式有

Ｌ（ｕ，ｚ，ｔ） ＝ ｂ０（ ｚ，ｔ） ＋ ｃ ｂ（ ｚ，ｔ） Ｔ·ｂ（ ｚ，ｔ）

ｂ（ ｚ，ｔ） Ｔ·ｂ（ ｚ，ｔ）
＝ ε

（２０）
通过以上等式可以解得常数 ｃ 的值如下

ｃ ＝
ε － ｂ０（ ｚ，ｔ）

ｂ（ ｚ，ｔ） Ｔ·ｂ（ ｚ，ｔ）
（２１）

将常数 ｃ 的值代入（１９）式可得扩展点的值为

ｕ∗ ＝ ［ε － ｂ０（ ｚ，ｔ）］
ｂ（ ｚ，ｔ）

ｂ（ ｚ，ｔ） Ｔ·ｂ（ ｚ，ｔ）
（２２）

将求得的扩展点代入（１８）式的第二和第三个等式

得到关于参数 ｚ 和 ｔ 的方程组如下

ｂ̇０ｚ（ ｚ，ｔ） ＋ ［ε － ｂ０（ ｚ，ｔ）］
ｂ̇ｚ（ ｚ，ｔ） Ｔ·ｂ（ ｚ，ｔ）
ｂ（ ｚ，ｔ） Ｔ·ｂ（ ｚ，ｔ）

＝ ０

ｂ̇０ｔ（ ｚ，ｔ） ＋ ［ε － ｂ０（ ｚ，ｔ）］
ｂ̇ｔ（ ｚ，ｔ） Ｔ·ｂ（ ｚ，ｔ）
ｂ（ ｚ，ｔ） Ｔ·ｂ（ ｚ，ｔ）

＝ ０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２３）
　 　 通过求解以上方程组，便可以得到参数 ｚ 和 ｔ 的
一组解。 由于此时是对应正失效边界包络函数进行

求解，因此其输出响应必为正值。 将求得的解代入

（１２） 式计算均值输出，排除掉对应均值输出为负值

的解，并且将最后得到的参数值记为（ ｚ（１）ｉ ，ｔ（１）ｉ ）（ ｉ ＝
１，２，…，ｍ１） ，则扩展点为

ｕ（ ｚ（１）ｉ ，ｔ（１）ｉ ） ＝

［ε － ｂ０（ ｚ（１）ｉ ，ｔ（１）ｉ ）］
ｂ（ ｚ（１）ｉ ，ｔ（１）ｉ ）

ｂ（ ｚ（１）ｉ ，ｔ（１）ｉ ） Ｔ·ｂ（ ｚ（１）ｉ ，ｔ（１）ｉ ）
æ

è
ç

ö

ø
÷

（２４）
　 　 同理，对应负失效边界的包络函数 Ｆ２（ｕ） ＝ ０，
可求得其对应的参数值解为（ ｚ（２）ｊ ，ｔ（２）ｊ ）（ ｊ ＝ １，２，…，
ｍ２） ，其扩展点为

ｕ（ ｚ（２）ｊ ，ｔ（２）ｊ ） ＝

－ ［ε ＋ ｂ０（ ｚ（２）ｊ ，ｔ（２）ｊ ）］
ｂ（ ｚ（２）ｊ ，ｔ（２）ｊ ）

ｂ（ ｚ（２）ｊ ，ｔ（２）ｊ ） Ｔ·ｂ（ ｚ（２）ｊ ，ｔ（２）ｊ ）
æ

è
ç

ö

ø
÷

（２５）
　 　 此时，正失效边界包络函数 Ｆ１（ｕ） ＝ ０就可以使

·３９５·
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用超平面 Ｌ（ｕ，ｚ（１）ｉ ，ｔ（１）ｉ ） ＝ ε 来估计，其中 ｉ ＝ １，２，
…，ｍ１；负失效边界包络函数 Ｆ２（ｕ） ＝ ０ 可以使用超

平面 Ｌ（ｕ，ｚ（２）ｊ ，ｔ（２）ｊ ） ＝ － ε 来估计，其中，ｊ ＝ １，２，…，
ｍ２。 结合（１０） 式可知，求解可靠性此时转化为如下

形式

Ｒ（ ｚ，ｔ） ＝ Ｐ｛ ∩
ｍ１

ｉ ＝ １
｜ Ｌ（ｕ，ｚ（１）ｉ ，ｔ（１）ｉ ） ｜ ≤ ε[ ] ∩

　 ∩
ｍ２

ｊ ＝ １
｜ Ｌ（ｕ，ｚ（２）ｊ ，ｔ（２）ｊ ） ｜ ≤ ε[ ] ｝ （２６）

　 　 上述包络面考虑了空间和时间参数分别在给定

区间 ［ ｚ０，ｚｆ］ 与［ ｔ０，ｔｆ］ 内变化的情况，其空间与时间

边界以及端点处的情况也需要考虑。 考虑响应在时

间和空间参数区间 ４ 个边界上包络函数的情况，即
在边界（ ｚ ∈ （ ｚ０，ｚｆ），ｔ０），（ ｚ ∈ （ ｚ０，ｚｆ），ｔｆ），（ ｚ０，ｔ ∈
（ ｔ０，ｔｆ）） 和（ ｚｆ，ｔ ∈ （ ｔ０，ｔｆ）） 上求解其正负失效边界

包络函数对应的参数解。 此时，问题相当于求解单

参数动态可靠性的问题，详细过程可参考文［１６］。
使用文［１６］ 中单参数包络函数法求得 ４ 个边界上

的包络函数Ｆ１（ｕ） ＝ ０的ｍ′１ 个参数解（ ｚ（１）ｉ ，ｔ（１）ｉ ）（ ｉ ＝
ｍ１ ＋ １，ｍ１ ＋ ２，…，ｍ１ ＋ ｍ′１）；以及包络函数 Ｆ２（ｕ） ＝
０ 的 ｍ′２ 个参数解为（ ｚ（２）ｊ ，ｔ（２）ｊ ）（ ｊ ＝ ｍ２ ＋ １，ｍ２ ＋ ２，
…，ｍ２ ＋ ｍ′２）。 最后还需要引入参数区间端点的包

络函数，考虑响应在参数区间端点处的情况，则需要

分别加上（ ｚ０，ｔ０），（ ｚ０，ｔｆ），（ ｚｆ，ｔ０） 和（ ｚｆ，ｔｆ） 处的失

效边界 Ｌ（ｕ，ｚ∗，ｔ∗）（其中 ｚ∗ 为 ｚ０ 或 ｚｆ，ｔ∗ 为 ｔ０
或 ｔｆ）。

令（ ｚ∗１ ，ｔ∗１ ） ＝ （ ｚ０，ｔ０），（ ｚ∗２ ，ｔ∗２ ） ＝ （ ｚ０，ｔｆ），（ ｚ∗３ ，
ｔ∗３ ） ＝ （ ｚｆ，ｔ０），（ ｚ∗４ ，ｔ∗４ ） ＝ （ ｚｆ，ｔｆ） ，则考虑所有端点及

边界后原时空动态可靠性问题可简化为

Ｒ（ ｚ，ｔ） ＝ Ｐ

∩
ｍ１＋ｍ′１

ｉ ＝ １
｜ Ｌ（ｕ，ｚ（１）ｉ ，ｔ（１）ｉ ） ｜ ≤ ε[ ] ∩

∩
ｍ２＋ｍ′２

ｊ ＝ １
｜ Ｌ（ｕ，ｚ（２）ｊ ，ｔ（２）ｊ ） ｜ ≤ ε[ ] ∩

　 　 ∩
４

ｋ ＝ １
｜ Ｌ（ｕ，ｚ∗ｋ ，ｔ∗ｋ ） ｜ ≤ ε[ ]

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ï

ï
ïï

（２７）
　 　 由于（２７）式的每一个极限状态方程均是线性

正态的，因此可以先求解所有等价输出的联合概率

密度函数，然后再由数值积分法求得可靠度。 此处

使用多元正态分布函数 Φｍ（ε，μ，Σ） 来求解（２７）
式中的可靠性问题，其中 μ 和 Σ 分别为均值向量和

协方差向量。 引入如下指示函数

ＩＲ（ ｚｓ，ｔｓ） ＝
＋ １　

（ ｚｓ，ｔｓ） ＝ （ ｚ（１）ｉ ，ｔ（１）ｉ ） 或端点均值

输出大于等于零

－ １　
（ ｚｓ，ｔｓ） ＝ （ ｚ（２）ｊ ，ｔ（２）ｊ ） 或端点均值

输出小于零

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２８）
式中， ｉ ＝ １，２，…，ｍ１ ＋ ｍ′１，ｊ ＝ １，２，…，ｍ２ ＋ ｍ。 考虑

正失效边界包络面上发生负向失效（即其值小于 －
ε） 与负失效边界包络面上发生正向失效（即其值大

于 ε） 的可能性较小，可将（２７） 式写成如下形式。

Ｒ（ ｚ，ｔ） ＝ Ｐ ∩
ｍ

ｓ ＝ １
ＩＲ（ ｚｓ，ｔｓ）Ｌ（ｕ，ｚｓ，ｔｓ） ≤ ε{ } （２９）

式中， ｍ ＝ ｍ１ ＋ ｍ′１ ＋ ｍ２ ＋ ｍ′２ ＋ ４。 则可通过如下积

分求解该动态可靠性问题。

Ｒ（ ｚ，ｔ） ＝ ∫ε
－ε

１

（２π）
ｍ
２ ｜ Σ ｜

１
２

ｅｘｐ·

　 － １
２
（ｘ － μ） Ｔ（Σ′） －１（ｘ － μ）{ } ｄｘ （３０）

式中， μ ＝ ｛ ＩＲ（ ｚｓ，ｔｓ）ｂ０（ ｚｓ，ｔｓ）｝，Σ ＝ ［ ＩＲ（ ｚｉ，ｔｉ） ＩＲ（ ｚ ｊ，
ｔ ｊ）ｂ（ ｚｉ，ｔｉ）ｂ（ ｚ ｊ，ｔ ｊ）］（ ｉ，ｊ，ｓ ＝ １，２，…ｍ）。
２．３　 包络函数求解时空动态可靠性的基本步骤

综合上述包络函数求解时空动态可靠性的过

程，其主要步骤可以给出如下：
步骤 １　 通过（２３）式求得正失效边界包络函数

对应的参数值解，并代入（１２）式计算均值输出，剔
除掉对应均值输出为负值的解，最后得到参数值解

（ ｚ（１）ｉ ，ｔ（１）ｉ ）（ ｉ ＝ １，２，…，ｍ１）；同理计算出负失效边

界包络函数对应的参数值解（ ｚ（２）ｊ ，ｔ（２）ｊ ）（ ｊ ＝ １，２，…，
ｍ２）。

步骤 ２　 计算时间和空间参数边界以及端点对

应的包络函数。
步骤 ３　 采用数值积分或是数字模拟等方法求

解时空动态可靠性问题的近似解，此处采用（３０）式
来求解时空多参数动态可靠性。
２．４　 计算多输出时空动态可靠性

考虑如下所示的多参数多输出串联响应问题

ｆ１（ｘ，ｚ，ｔ） ＝ ｇ１（ｘ，ｚ，ｔ）
ｆ２（ｘ，ｚ，ｔ） ＝ ｇ２（ｘ，ｚ，ｔ）
…
ｆｌ（ｘ，ｚ，ｔ） ＝ ｇｌ（ｘ，ｚ，ｔ）

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（３１）

式中， ｌ 为输出响应的个数。 分别对上式左边输出

响应函数 ｆｋ（ｘ，ｚ，ｔ）（ｋ ＝ １，２，…，ｌ） 在输入变量均值

处进行一阶泰勒展开并对输入变量标准正态化

·４９５·
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ｆ１（ｘ，ｚ，ｔ） ≈ Ｌ１（ｕ，ｚ，ｔ） ＝ ｂ０１（ ｚ，ｔ） ＋ ｂ１（ ｚ，ｔ） Ｔ·ｕ

ｆ２（ｘ，ｚ，ｔ） ≈ Ｌ２（ｕ，ｚ，ｔ） ＝ ｂ０２（ ｚ，ｔ） ＋ ｂ２（ ｚ，ｔ） Ｔ·ｕ
…
ｆｌ（ｘ，ｚ，ｔ） ≈ Ｌｌ（ｕ，ｚ，ｔ） ＝ ｂ０ｌ（ ｚ，ｔ） ＋ ｂｌ（ ｚ，ｔ） Ｔ·ｕ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（３２）
式中， ｂ０ｋ（ ｚ，ｔ） 和 ｂｋ（ ｚ，ｔ）（ｋ ＝ １，２，…，ｌ） 的定义如

（１６） 式和（１７） 式所示，ｕ 的定义见（１４） 式。
使用包络函数法求解多输出问题的步骤与以上

求解单输出问题的步骤类似。 使用（１８） ～ （２５） 式

分别计算输出响应 ｆｋ（ｘ，ｚ，ｔ）（ｋ ＝ １，２，…，ｌ） 在失效

边界上对应的参数解。 以 ｍ（ｋ）
１ ＋ ｍ′（ｋ）１ 和 ｍ（ｋ）

２ ＋
ｍ′（ｋ）２ 分别表示第 ｋ（ｋ ＝ １，２，…，ｌ） 个输出 Ｌｋ（ｕ，ｚ，ｔ）
≤ ε 和 Ｌｋ（ｕ，ｚ，ｔ） ≥－ ε 所对应的参数解 （ ｚ（ｋ１）ｉ ，
ｔ（ｋ１）ｉ ）（ ｉ ＝ １，２，…，ｍ（ｋ）

１ ＋ ｍ′（ｋ）１ ） 和（ ｚ（ｋ２）ｊ ，ｔ（ｋ２）ｊ ） （ ｊ ＝
１，２，…，ｍ（ｋ）

２ ＋ ｍ′（ｋ）２ ） 的个数，且令端点的参数解为

（ ｚ（ｋ）∗１ ，ｔ（ｋ）∗１ ） ＝ （ ｚ０，ｔ０）， （ ｚ（ｋ）∗２ ，ｔ（ｋ）∗２ ） ＝ （ ｚ０，ｔｆ），
（ ｚ（ｋ）∗３ ，ｔ（ｋ）∗３ ） ＝ （ ｚｆ，ｔ０） 和（ ｚ（ｋ）∗４ ，ｔ（ｋ）∗４ ） ＝ （ ｚｆ，ｔｆ） （ｋ ＝
１，２，…，ｌ）。 由于是串联系统，则其总的可靠性为每

个输出响应均安全时对应的可靠性，即多输出的可

靠性可以表示成如下形式

Ｒ（ ｚ，ｔ） ＝

　 Ｐ ∩
ｌ

ｋ ＝ １

∩
ｍ（ｋ）１ ＋ｍ′（ｋ）１

ｉｋ ＝ １
｜ Ｌｋ（ｕ，ｚ（ｋ１）ｉｋ ，ｔ（ｋ１）ｉｋ ） ｜ ≤ ε ∩

ｍ（ｋ）２ ＋ｍ′（ｋ）２

ｊｋ ＝ １

｜ Ｌｋ（ｕ，ｚ（ｋ２）ｊｋ ，ｔ（ｋ２）ｊｋ ） ｜ ≤

　 ε ∩
４

ｓｋ ＝ １
｜ Ｌｋ（ｕ，ｚ（ｋ）∗ｓｋ ，ｔ（ｋ）∗ｓｋ ） ｜ ≤ ε

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ï

（３３）
　 　 由（３３）式可以看出，多输出时空动态可靠性问

题此时已经被转化为静态的可靠性问题，其值可采

用显式极限状态函数的可靠性求解的数值积分或数

字模拟来求得。

３　 动态可靠性全局灵敏度分析的包络
函数法

３．１　 方法思路

对于一个动态可靠性的问题，其失效域定义为

ΩＦ ＝ ｛ｘ： ｜ ｆ（ｘ，ｚ，ｔ） ｜ ＞ ε，∃ｚ ∈ ［ ｚ０，ｚｆ］ ∪
　 ｔ ∈ ［ ｔ０，ｔｆ］｝ （３４）

由文献［１７］ 可知，输入变量对失效概率Ｐ ｆ 影响的可

靠性全局灵敏度因子可以定义为

Ｓｉ ＝
δＰｉ

Ｖ（ ＩΩＦ
）

（３５）

式中

δＰｉ ＝ Ｅ［（Ｐ ｆ － Ｐ ｆ｜ Ｘｉ
） ２］ ＝ ∫＋∞

－∞
（Ｐ ｆ － Ｐ ｆ｜ Ｘｉ

） ２ ｆＸｉ
（ｘｉ）ｄｘｉ

（３６）
Ｖ（ ＩΩＦ

） ＝ Ｐ ｆ（１ － Ｐ ｆ） （３７）
式中， Ｐ ｆ 表示机械产品的失效概率，Ｐ ｆ｜ Ｘｉ

表示 Ｘ ｉ 取

其实现值时的失效概率，Ｅ（·） 和 Ｖ（·） 分别为期望

算子和方差算子，ＩΩＦ
为失效域指示函数， 当 ｘ ∈

｛ΩＦ｝ 时，ＩΩＦ
（ｘ） ＝ １，否则 ＩΩＦ

（ｘ） ＝ ０。 且对（３６） 式

经过进一步证明可得［１８］

δＰｉ ＝ Ｖ（Ｐ ｆ｜ Ｘｉ
） （３８）

由上式可以看出， δＰ
ｉ 的求解包含两部分，即内层条

件失效概率和外层方差的求解。
本文将在统计矩方面具有较强优越性的三点估

计法［１９］ 和包络函数法结合起来计算可靠性全局灵

敏度指标。 根据三点估计法，可以得到动态失效概

率 Ｐ ｆ 和 δＰ
ｉ 如下［６，２０］：

Ｐ ｆ ＝ ＰＸ（１）ｉ
Ｐ ｆ｜ ｌＸ（１）ｉ

＋ ＰＸ（２）ｉ
Ｐ ｆ｜ ｌＸ（２）ｉ

＋ ＰＸ（３）ｉ
Ｐ ｆ｜ ｌＸ（３）ｉ

（３９）
δＰｉ ＝ ＰＸ（１）ｉ

（Ｐ ｆ｜ ｌＸ（１）ｉ
－ Ｐ ｆ） ２ ＋ ＰＸ（２）ｉ

（Ｐ ｆ｜ ｌＸ（２）ｉ
－ Ｐ ｆ） ２ ＋

ＰＸ（３）ｉ
（Ｐ ｆ｜ ｌＸ（３）ｉ

－ Ｐ ｆ） ２ （４０）

式中， ｌＸ（ｋ）ｉ
和 ＰＸ（ｋ）ｉ

（ｋ ＝ １，２，３） 分别为三点离散分布

的取值点和相应的概率值［２０］，Ｐ ｆ｜ ｌＸ（ｋ）ｉ
（ｋ ＝ １，２，３） 表

示把变量 Ｘ ｉ 固定在名义值 ｌＸ（ｋ）ｉ
（ｋ ＝ １，２，３） 时的动

态条件失效概率。
３．２　 基本步骤

步骤 １　 通过文献［２０］中公式分别求得三点离

散分布的取值点和相应的概率值，即 ｌＸ（ｋ）ｉ
和 ＰＸ（ｋ）ｉ

（ｋ
＝ １，２，３）。

步骤 ２　 分别将变量 Ｘ ｉ 固定在名义值处，即令

Ｘ（ｋ）
ｉ ＝ ｌＸ（ｋ）ｉ

，然后使用包络函数法计算其条件失效概

率值 Ｐ ｆ｜ ｌＸ（ｋ）ｉ
（ｋ ＝ １，２，３）。

步骤 ３　 将步骤 ２ 中得到的条件失效概率值

Ｐ ｆ｜ ｌＸ（ｋ）ｉ
代入（３９） ～ （４０） 式，求得 Ｐ ｆ 和 δＰ

ｉ 的值。

步骤 ４　 将步骤 ３ 中求得的 Ｐ ｆ 和 δＰ
ｉ 的值代入

（３５） 式， 便可以得到可靠性全局灵敏度指标 Ｓｉ

的值。

·５９５·
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４　 算　 例

４．１　 悬臂梁

如图 ３ 所示为一长方体悬臂梁结构，其横截面

宽为 ｂ，高为 ｈ。 受力形式如图所示，其中，不规则分

布载荷 ｑ ＝ ｑ０ｃｏｓｚ －
１
２
ｑ０ｚｓｉｎｚ，悬臂梁末端受到随时

间 ｔ 变化的力 Ｆ ＝ Ｆ０ｃｏｓｔ，固定弯矩 Ｍ ＝ １２ １６７ Ｎ·
ｍ。 悬臂梁截面上下表面为其正应力最大处，且在

该载荷作用下上下表面应力对称分布。 构造上表面

应 力 σｍａｘ 为 输 出 响 应 函 数， 则 有：σｍａｘ ＝
３ｑ０ｚｓｉｎｚ － ６Ｆ０ｚｃｏｓｔ － ６Ｍ

ｂｈ２ ，该结构失效为最大应力

大于给定的临界阀值 σ∗。 在本算例中变量 ｂ、ｈ、ｑ０

和Ｆ０ 为随机输入变量，其分布形式如表１所示；ｚ和 ｔ
分别为位置和时间参数，且 ｚ∈［０，９］，ｔ∈［０，９］。

图 ３　 悬臂梁结构受力图

表 １　 基本变量分布形式

变量 分布类型 均值 标准差

ｂ ／ ｃｍ 正态分布 １０ ０．０１

ｈ ／ ｃｍ 正态分布 １５ ０．０１

ｑ０ ／ （Ｎ·ｍ－１） 正态分布 ６ ０００ １０

Ｆ０ ／ Ｎ 正态分布 ５ ０００ １０

表 ２　 失效概率计算结果

σ∗ ／ ＭＰａ Ｅｎｖｅｌｏｐｅ ＭＣＳ
１４０ ０．５３８ ９１ ０．５３７ ５６
１４１ ０．２９５ ０４ ０．２８９ ２１
１４２ ０．１４０ ３７ ０．１４０ ２６
１４３ ０．０５６ ５０ ０．０５５ ８２
１４４ ０．０１９ １２ ０．０１９ ２１
１４５ ０．００５ ７８ ０．００５ ２１

　 　 注：Ｅｎｖｅｌｏｐｅ 表示本文所提包络函数法

表 ３　 计算量

σ∗ ／ ＭＰａ Ｅｎｖｅｌｏｐｅ ＭＣＳ
１４０ ４８２ １０６

１４１ ４９７ １０６

１４２ ４９５ １０７

１４３ ４８０ １０７

１４４ ４７５ １０７

１４５ ４８６ １０７

表 ４　 全局灵敏度指标

变量 Ｅｎｖｅｌｏｐｅ ＭＣＳ
ｂ ０．０７４ ６ ０．０８４ １
ｈ ０．０９５ ０ ０．０８９ ２
ｑ０ ０．０００ ２ ０．０００ ３
Ｆ０ ０．０００ ８ ０．００１ ３
Ｎｃａｌｌ ２ ７６６ １０８

　 　 注：此时为选取 σ∗ ＝ １４４ 时的输入变量灵敏度指标。

图 ４　 均值处输出响应随参数变化图

图 ４ 给出了随机输入变量取均值时输出响应

σｍａｘ 随时间和空间位置变化的曲面图，从图中可以

看出，点（５．２２，０）、（５．２２，６．２８） 和（８．１８，３．１４） 为输

入变量取均值时输出响应的峰值。 表 ２ 列出了不同

阀值下的失效概率计算结果，通过与蒙特卡罗方法

的结果进行比较，可以看出该方法计算的准确性。
表 ３ 还列出了包络函数法和蒙特卡罗法的计算量，
通过对比可以看出包络函数方法能够很大程度地提

高计算效率，减少计算成本。 表 ４ 中的输入变量全

局灵敏度计算结果表明，通过包络函数法得到的输

入变量全局灵敏度指标的大小排序与蒙特卡罗法结

果相同，即：ｈ ＞ ｂ ＞ Ｆ０ ＞ ｑ０，因此，通过减少输入变

量 ｈ 的不确定性能够最大程度改善结构的安全

性能。

·６９５·
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４．２　 多输出问题

对 于 如 下 所 示 的 串 联 多 输 出 系 统：
ｆ１（ｘ，ｚ，ｔ） ＝ ｘ２

１ ｓｉｎｚ ＋ ｘ２ｃｏｓｔ ＋ ｘ３ ｔ － ６３

ｆ２（ｘ，ｚ，ｔ） ＝ ３ｘ１ｃｏｓｚ ＋ ０．９５ｘ２
２ ｓｉｎｔ ＋ ｘ３ － １０{ ， 该 系

统的输出响应为 ｆ（ｘ，ｚ，ｔ） ＝ ｍａｘ｛ ｜ ｆ１（ｘ，ｚ，ｔ） ｜ ，
｜ ｆ２（ｘ，ｚ，ｔ） ｜ ｝，系统失效定义为输出响应超过临界

阀值 ａ∗。 其中，ｘ１，ｘ２ 和 ｘ３ 是相互独立的正态输入

变量，其分布为 ｘｉ ～ Ｎ（１０，０．１２）（ ｉ ＝ １，２，３）；ｚ 和 ｔ
是位置和时间参数，且 ｚ∈ ［１，９］，ｔ∈ ［１，９］。 在此

选取临界阀值 ａ∗ ＝ １３０，使用包络函数法计算的系

统失效概率和输入变量全局灵敏度指标如下。
表 ５　 失效概率计算结果

项目 Ｅｎｖｅｌｏｐｅ ＭＣＳ
Ｐｆ ０．０８１ ５６ ０．０８４ ６５
Ｎｃａｌｌ ８２８ １０７

表 ６　 全局灵敏度指标

变量 Ｅｎｖｅｌｏｐｅ ＭＣＳ
ｘ１ ０．０９２ ２ ０．１２５ ６
ｘ２ ０．０５０ １ ０．０４５ ５
ｘ３ ０．００６ １ ０．０１０ ３
Ｎｃａｌｌ ４ ９６８ １０８

由以上的计算结果可以看出，所提方法对于多

输出问题仍然适用。 从表 ５ 可以看出包络函数法计

算出的多输出动态可靠性问题的失效概率与蒙特卡

罗方法基本相同，但是却能大大地减少计算量。 从

表 ６ 可以看出，使用包络函数法得出的输入变量全

局灵敏度指标排序与蒙特卡罗法得出的排序结果相

同，即： ｘ１ ＞ ｘ ＞ ｘ３，因此，与其它输入变量相比，ｘ１

的随机性对失效概率的影响最大，可以通过减小 ｘ１

的不确定性来提高系统的安全性。

５　 结　 论

本文提出了一种计算时间和位置多参数的动态

可靠性分析的包络函数方法，该方法通过使用多个

展开点处的分段超平面来近似原随时间和空间连续

变化的失效超曲面，计算精度高而计算量较小。 同

时，该方法亦适用于多输出系统。 算例结果显示，所
提方法能够将计算量减小 ４ 个量级左右，因此所提

方法具有高效性。
鉴于基于失效概率的可靠性全局灵敏度指标在

结构安全及可靠性评估领域中的重要作用，本文提

出了基于包络函数法和三点估计法的时空动态可靠

性全局灵敏度指标的高效算法。 所提方法能够在保

证计算精度的同时，很大程度上减小了计算量，从而

高效地找出影响结构动态安全的重要性变量并为后

续的结构优化设计提供指导。
本文方法计算精度与输入变量的变异性及功能

函数的非线性程度有关。 对于输入变量变异性较大

或功能函数的非线性程度较大的情况，使用该方法

可能会得到较大的误差。 不过针对该问题，可以采

取一定的手段来提高它的精度，比如使用更多的展

开点等，这将在后续的工作中进行研究。
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