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摘　 要：结合多体动力学中的浮动坐标系法和结构动力学中的模态综合法，建立了机翼折叠运动的动

力学控制方程，预测了机翼折叠运动中的瞬态动力学特性。 将有理函数近似导出的折叠运动中的非

定常气动力引入到动力学控制方程中，获得了机翼折叠运动中在时变气动力作用下的瞬态动力学响

应。 结果表明：机翼折叠过程越缓慢，得到的瞬态响应越平稳；机翼柔性对折叠变形过程中的瞬态响

应影响较大；在一定的来流速度范围内，来流速度越大，稳态时翼尖位移响应的振荡越小，越有助于机

翼的折叠变形。
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　 　 变体飞机通过机翼折叠可实现机翼面积 ２００％
的变化［１］。 这种大幅度变形必然会引起机翼的气

动力以及结构动力学特性的变化。 因此需要对变体

飞机机翼在折叠变形过程中的动力学特性进行研

究。 Ｓｃａｒｌｅｔｔ等［２］和 Ｒｅｉｃｈ 等［３］结合有限元方法、多
体动力学、气动力模型，建立了折叠机翼柔性多体动

力学模型。 韩景龙课题组［４］通过对偶极子网格法

的有理近似，并结合 ＭＳＣ． ＮＡＳＴＲＡＮ 与 ＡＤＡＭＳ，建
立了多体动力学的瞬态响应。 此时使用的商业软件

不便于结构模型与气动力模型的耦合。 Ｓｅｌｉｔｒｅｎｎｉｋ
等［５］通过引入时变的坐标变换矩阵、虚质量子结构

综合方法以及 ＣＦＤ计算结果，形成了状态空间下的

气动弹性模型，但是该模型中 ＣＦＤ 的计算量较大。
Ｚｈａｏ等［６］建立了机翼在折叠变形的动力学方程，预
测了机翼在不同变形速度下的动力学响应，但是该

模型没有考虑气动力的作用，因此无法预测气动力

对于机翼在折叠变形过程中动力学响应的影响。
本文采用多体动力学中的浮动坐标系法，结构

动力学中的模态综合法，引入有理函数近似导出机

翼折叠变形时非定常气动力，建立了一组微分代数

方程来模拟机翼的折叠运动，通过约束违约稳定

法［７］获得了机翼折叠运动的动力学响应。 该控制

方程适用类似的多段机翼结构，并且可以改变约束

方程，获得不同变形方式下的动力学响应。

１　 机翼折叠变形过程中的动力学控制
方程

机翼的几何模型如图 １ 所示。 该模型由机身，
内翼和外翼 ３个子结构组成，分别记为子结构 Ａ、Ｂ、
Ｃ。 机翼折叠运动的瞬态响应，可以看作是刚体运

动和弹性变形的叠加。 而浮动坐标系法就是将柔性

体的运动分解为刚性运动和相对浮动坐标系的弹性

变形［８］。 另外，对于机翼这样的复杂结构，采用有

限元离散方法所得的自由度庞大，不利于动力学方

程的求解。 而子结构模态综合法是对复杂结构进行

动力学建模的有效手段。 因此，多体动力学中浮动

坐标系法和结构动力学中的模态综合法的结合是解

决该问题比较好的方法［６］。 如图 １ 所示， ｏｘｙｚ 为惯

性坐标系，用于描述系统的运动，ｏＡｘＡｙＡｚＡ、ｏＢｘＢｙＢｚＢ、
ｏＣｘＣｙＣｚＣ 分别为浮动坐标系，用于描述柔性体的弹

性变形。 θＡ、θＢ、θＣ 分别为子结构 Ａ、Ｂ、Ｃ 的折叠角。
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图 １　 机翼的几何示意图以及坐标系

结合浮动坐标系法［８］以及模态综合法［９］，机翼

的子结构的动力学方程为

Ｍｉ ｑ̈ｉ ＋ Ｄｉ ｑ̇ｉ ＋ Ｋｉｑｉ ＝ Ｆｉ
ｃ ＋ Ｆｉ

ｇ ＋ Ｆｉ
ｖ ＋ Ｆｉ

ａ

（ ｉ ＝ Ａ，Ｂ，Ｃ） （１）
式中，Ｍｉ 为子结构的广义质量矩阵，包含柔性体平

动惯量、柔性体平动与转动的惯性耦合项、柔性体转

动与变形的惯性耦合项、柔性体转动惯性张量、柔性

体转动与变形的惯性耦合项以及柔性体弹性变形的

惯性项［８］。 Ｄｉ、Ｋｉ 分别为广义阻尼矩阵和广义刚度

矩阵。 考虑气动力作用时，广义阻尼矩阵与广义刚

度矩阵包含了气动阻尼和气动刚度。 Ｆｉ
ｃ 为约束力

矢量。 Ｆｉ
ｇ 为子结构的重力矢量。 Ｆｉ

ｖ 为与速度二次

方有关的广义惯性力矢量。 Ｆｉ
ａ 为气动力载荷。 ｑｉ

为子结构的广义位移，其具体的形式为

ｑｉ ＝ ＲｉＴ θｉＴ ｑｉＴ
ｆ[ ]

Ｔ （２）
式中， Ｒｉ 为子结构的浮动坐标系的原点位置。 ｑｉ

ｆ 为

模态位移。 在机翼折叠变形的过程中，子结构的广

义位移包含了刚体运动和弹性变形，气动阻尼和气

动刚度的存在，因此广义质量矩阵、广义阻尼矩阵和

广义刚度矩阵均是一个时变的矩阵。 整个系统是一

个时变的系统。
１．１　 机翼结构的模态综合中的模态集选取

对于机翼结构，需要采用有限元方法对结构进

行离散，提取模态信息，创建广义质量矩阵中柔性体

弹性变形的惯性项，再根据柔性多体动力学理论建

立动力学控制方程。 子结构模态综合将复杂结构划

分为若干子结构，建立子结构的模态集及模态坐标，
利用界面的协调条件将各个子结构组装得到整体结

构动力学方程。 此时所选取的模态集直接决定着柔

性体变形量的准确性。 因此，这里详细给出模态集

的确定。 采用有限元离散化形成的无阻尼动力学方

程为
Ｍｉ ｕ̈ｉ ＋ Ｋｉｕｉ ＝Ｆｉ，（ ｉ ＝ Ａ，Ｂ，Ｃ） （３）

式中， Ｍ、Ｋ、Ｆ 分别为子结构的质量矩阵、刚度矩

阵、界面处的力矢量。 ｕ 为节点位移矢量。 固定界

面模态综合法是常用的综合方法［９］。 首先将子结

构的自由度分为 ２ 个集合，即为结构内部节点位移

ｕＩ 和边界节点位移 ｕＪ。 将子结构的无阻尼动力学

方程按该集合进行分块
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（ ｉ ＝ Ａ，Ｂ，Ｃ） （４）
式中，Ｆｉ

Ｊ 为边界处的内力矢量。 引入模态坐标 ｐｉ 以

及模态矩阵 ϕｉ

ｕｉ ＝
ｕｉ

Ｉ

ｕｉ
Ｊ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ ϕｉｐｉ ＝ ϕｎ ϕｃ[ ]

ｐｉ
Ｉ

ｐｉ
Ｊ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（５）

式中， ϕｎ 为固定界面的主模态矩阵，ϕｃ 为约束模态

矩阵。 此时模态矩阵包含子结构的 ６ 个刚体模态，
不能直接应用于机翼折叠变形的瞬态响应分析。 因

此，需要进行矩阵变换。 为了求得变换矩阵，对下列

公式进行特征值求解

｛Ｋｉ － ω２Ｍｉ｝φ ＝ ０ （６）
式中， Ｍｉ ＝ ϕｉ ＴＭｉϕｉ，Ｋｉ ＝ ϕｉ ＴＫｉϕｉ，ω 为结构的频

率。 计算出特征向量按质量矩阵进行正则化，得到

特征向量 φｋ。 由这些特征向量得到变换矩阵 Ｔ ，正
交化后的模态矩阵为

Φ ＝ ϕＴ （７）
　 　 此时刚体模态就会显式地表达出来，剔除这些

刚体模态，便可以建立机翼的结构动力学方程。 在

工程中，阻尼矩阵可以通过模态阻尼比给出。 此时，
引入阻尼矩阵，机翼子结构结构动力学方程为

Ｍｉ
ｆ ｑ̈ｆ ＋ Ｄｉ

ｆ ｑ̇ｆ ＋ Ｋｉ
ｆｑｆ ＝ Ｆｉ

ｆ，（ ｉ ＝ Ａ，Ｂ，Ｃ） （８）
式中，Ｍｉ

ｆ ＝ Φｉ ＴＭｉΦｉ，Ｋｉ
ｆ ＝ Φｉ ＴＫｉΦｉ，Ｆｉ

ｆ ＝ Φｉ ＴＦ，ｑｉ
ｆ ＝

Φｉ Ｔ·ｕｉ。
１．２　 机翼折叠变形过程中的时变气动载荷

采用偶极子法可以获得频域下的非定常气动

·９１４·
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力，通过有理近似可以导出任意运动情况下的非定

常气动力。 因此给时域非定常气动力的模拟提供了

思路。 作为机翼折叠变形中的气动载荷初步研究，
本文采用偶极子网格法获得了机翼的气动力。 根据

虚功原理，可以得到作用在结构网格节点的等效力

Ｆａ ＝ １
２
ρＶ２Ｑｑｆ （９）

式中， Ｑ ＝ ＧｓＳＤ
－１
ａｉｃ Ｇｓ２

＋ ｉ ｋ
ｂ
Ｇｓ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，为广义气动力影

响系数矩阵，ｋ 为减缩频率，ｂ 为参考长度。 ρ 为密

度，Ｖ 为来流速度。 Ｄａｉｃ 为非定常气动力影响系数矩

阵。 Ｇｓ１ 和 Ｇｓ２ 为位移插值转换矩阵，Ｇｓ 为力插值转

换矩阵，Ｓ为气动网格的面积矩阵。 因此，Ｆａ 与子结

构的广义位移 ｑｉ 有关，也是一个时变的矢量。
１．３　 机翼折叠变形的动力学控制方程

引入作用在结构网格节点的等效力

Ｍｉ
ｆ ｑ̈ｉ

ｆ ＋ Ｄｉ
ｆ ｑ̇ｉ

ｆ ＋ Ｋｉ
ｆｑｉ

ｆ ＝ Ｆｉ
ｆ ＋
１
２
ρＶ２Ｑｑｉ

ｆ （１０）

此时 Ｑ 为频域气动力。 为了进行机翼折叠变形时

的瞬态响应分析，这里采用最小状态法进行频域气

动力的有理函数近似获得时域内的气动力。 此时有

Ｍｉ
ｆｆ ｑ̈ｆ ＋ Ｄｉ

ｆｆ ｑ̇ｆ ＋ Ｋｉ
ｆｆｑｆ ＝ Ｆｉ

ｆ ＋
１
２
ρＶ２Ｄｓｑａ

ｑ̇ａ ＝ Ｒｓ
Ｖ
ｂ
ｑａ ＋ Ｅｓｑｆ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１１）

式中， Ａ０、Ａ１、Ａ２、Ｄｓ 和 Ｅｓ，均为最小状态法近似中

的未知矩阵，可以通过最小二乘法求得，Ｒｓ 为气动

力滞后矩阵。 ｑａ 为气动力状态变量。

Ｍｉ
ｆｆ ＝ Ｍｉ

ｆ －
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２
ρＶ２ ｂ

Ｖ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

Ａ２，Ｄｉ
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÷ Ａ１
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ｆ －
１
２
ρＶ２Ａ０

　 　 对于机翼的折叠变形运动，存在着运动约束和

驱动约束，可以表达成如下形式

Ｃ（ｑ，ｔ） ＝

ＲＡ

θＡ

ＲＢ － ｆＢｃ
θＢ － ｆＢｄ
ＲＣ － ｆＣｃ

θＣ
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＝ ０ （１２）

式中
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　 ｆＣｃ ＝
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ｆＢｄ表示期望的折叠角。 此时，子结构Ａ与Ｃ均保持水

平的状态。
考虑到约束方程，引入拉格朗日乘子 λ，此时约

束力Ｆｃ 可以通过 － ＣＴｑλ 来表达，Ｃｑ 为约束方程的雅

克比矩阵。 最终机翼折叠变形的控制方程为

Ｍｑ̈ ＋ Ｄｑ̇ ＋ Ｋｑ ＋ ＣＴｑλ ＝ Ｆｇ ＋ Ｆｖ ＋ Ｆａ

ｑ̇ａ ＝ Ｒｓ
Ｖ
ｂ
ｑａ ＋ Ｅｓｑｆ

Ｃ（ｑ，ｔ） ＝ ０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１３）

式 中， Ｍ ＝ ｂｌｏｃｋｄｉａｇ（ＭＡ，ＭＢ，ＭＣ），Ｄ ＝
ｂｌｏｃｋｄｉａｇ（ＤＡ，ＤＢ，ＤＣ），Ｋ ＝ ｂｌｏｃｋｄｉａｇ（ＫＡ，ＫＢ，
ＫＣ）。 可以看出该动力学控制方程是微分代数方

程， 对于该方程可以采用约束违约稳定法来求

解［８］。 将约束方程对时间进行 ２ 次求导，可以得到

约束加速度方程，此时可以得到

Ｍ ０ ＣＴｑ
０ Ｉ ０
Ｃｑ ０ ０
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ê
ê
ê

ù
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ú
ú
ú
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＝

－ Ｄｑ̇ － Ｋｑ ＋ Ｆｇ ＋ Ｆｖ ＋ Ｆａ

Ｒｓ
Ｖ
ｂ
ｑａ ＋ Ｅｓｑｆ

－ Ｑｃ － ２αＣ̇（ｑ，ｔ） － β２Ｃ（ｑ，ｔ）
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（１４）
式中，Ｑｃ ＝ （Ｃｑ（ｑ，ｔ） ｑ̇） ｑ ｑ̇ ＋ ２Ｃｑｔ（ｑ，ｔ） ｑ̇ ＋ Ｃｔｔ。 α和 β
为正数，对于违约进行修正［８］。

２　 机翼折叠变形中的瞬态动力学响
应分析

为了预测机翼折叠变形的动力学响应，令折叠

角 θＢ 的变化符合以下规律

θＢ ＝
１２０° ｔ

Ｔｓ

－ １
２π
ｓｉｎ ２πｔ

Ｔｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，（０ ≤ ｔ≤ Ｔｓ）

１２０°，（ ｔ ＞ Ｔｓ）

ì

î

í

ïï

ïï

（１５）
式中，１２０°代表机翼折叠变形结束时，子结构 Ｂ 所要

达到的角度。 Ｔｓ 代表变形结束时所需要的时间。
本文将各个子结构简化为等厚度的铝板，在

·０２４·
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ＭＳＣ．ＮＡＳＴＲＡＮ 中被离散成四节点的 ＣＱＵＡＤ４ 单

元，其单元属性为 ＰＳＨＥＬＬ，这样单元的每个节点有

６个自由度，即 ３个平动自由度 ｕｘ、ｕｙ、ｕｚ，以及 ３个转

动自由度 θ ｘ、θ ｙ、θ ｚ。 机翼的有限元模型如图 ２ 所

示。 通过 ＤＭＡＰ 语言来获得子结构的质量矩阵和

刚度矩阵，对于每个子结构均保留 ６阶模态，每阶所

对应的模态阻尼比为 ０．０１。 因此最终得到机翼折叠

变形的动力学控制方程，即公式（１４）有 ４６ 个方程，
采用约束违约稳定法解进行求解，本文中取 α ＝ ５，β
＝ １０，整个程序的编制均在 ＭＡＴＬＡＢ中完成。

图 ２　 机翼的有限元模型

２．１　 柔性机翼在重力作用下瞬态响应

首先，不考虑气动力的作用。 即在公式（１４）中
忽略与气动力有关的项。 翼尖法向位移响应如图 ３
所示。

图 ３　 翼尖法向位移响应

　 　 当 Ｔｓ ＝ ２ ｓ，Ｔｓ ＝ ６ ｓ时，分别在 １．２７ ｓ、３．８１ ｓ附
近，θＢ ＝ ９０°，此时子结构 Ｂ与子结构 Ａ与 Ｃ垂直，翼
尖法向位移达到最大值。 明显地，柔性对翼尖法向

位移响应有较大影响。 在整个变形中，翼尖的位移

衰减收敛，并且变形结束时，位移稳定值要比刚性机

翼时的位移稳定值要小。 由于在公式（１４） 中引入

了结构阻尼，位移响应呈收敛的趋势。 Ｔｓ 越大，意味

着变形越缓慢，翼尖的法向位移变化也较缓慢。
对于刚性机翼，作用在子结构 Ｂ 上合力在机翼

折叠变形开始和结束时的值均等于子结构 Ｂ 的重

力，即 ４．８９ Ｎ。 而作用在子结构 Ｂ上的合力矩，在变

形运动开始时大约为 ３４１．３６ Ｎｍｍ，在变形结束时保

持在 － １５７．１８ Ｎｍｍ。 初始值和稳定值均等于子结

构 Ｂ 的重力产生的力矩。 作用在子结构 Ｃ 上的合

力，初值和稳定值基本为子结构 Ｃ 的重力，即 １１．５６４
Ｎ。 作用在子结构 Ｃ 上的力矩，其初值和稳定值基

本一样，均为 ２ ８８５ Ｎｍｍ。 这是因为机翼在折叠变

形的过程中，子结构 Ｃ 始终保持水平，所以子结构 Ｃ
的重心相对于其浮动坐标系没有很大的变化。 在变

形的过程中，无论是作用在子结构 Ｂ上的合力、合力

矩，还是作用在子结构 Ｃ 的力、力矩，均发生变化。
柔性对作用在子结构 Ｂ上的合力、合力矩，以及

作用在子结构 Ｃ 上的力、力矩有较大的影响。 与刚

性相比，作用在柔性子结构 Ｂ上的合力有较大振荡，
已经改变了在刚性状态下的变化趋势，但是随着时

间的增加，合力呈收敛的趋势。 对于合力矩而言，也
有一定的震荡。 作用在柔性子结构 Ｃ 上的合力、合
力矩有较大的振荡，均呈衰减收敛的趋势。 重力是

一种体力，柔性体重力产生的广义力与弹性变形有

关。 所以在折叠变形时弹性变形发生变化，另外，弹
性力与阻尼力也会对合力和合力矩产生一定的

影响。

图 ４　 柔性机翼在重力作用下的力学响应

·１２４·
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２．２　 柔性机翼在重力和气动力作用下瞬态响应

其次，考虑在重力和气动力同时作用下柔性机

翼的瞬态响应，在公式（１４）中，ρ ＝ １．２２６ ｋｇ ／ ｍ３，Ｍ∞
＝ ０．０，分别计算了不同来流速度下的瞬态响应如图

５和图 ６所示。

图 ５　 不同来流速度下翼尖法向位移响应

　 　 不同来流速度下翼尖法向位移响应如图 ５ 所

示。 当 Ｔｓ ＝ ２ ｓ时，在 １．２７ｓ附近，θＢ ＝ ９０°，翼尖法向

位移达到最大值。 与柔性机翼的位移响应有些类

似，在不同的来流速度下翼尖的法向位移有一定的

振荡。 但从局部的放大图中可以看出，随着来流速

度的增加，折叠变形结束时的振荡减小。 这主要是

由于气动阻尼的存在，也表明气动力有辅助折叠变

形的作用。
从图 ６中可以看出，在气动力的作用下，随着来

流速度的增加，作用在子结构 Ｂ 上的合力、合力矩，
以及作用在子结构 Ｃ 上的力、力矩均呈衰减振荡。
考虑气动力时，气动力与弹性位移相关，且是分布

力，因此相对于重力产生的力矩而言，是较小的，因
此与柔性机翼的结果类似。 由于气动阻尼的存在，
力与力矩均有所减小。 在一定的来流速度范围内，
气动力有助于机翼的折叠变形。

图 ６　 柔性机翼在重力和气动力作用下的力学响应

３　 结　 论

结合多体动力学中的浮动坐标系法与结构动力

学中模态综合法，本文建立了机翼折叠变形过程中

的动力学控制方程，该控制方程考虑了一些非线性

项，如与速度二次方有关的广义惯性力，可以用于分

析机翼在缓慢变形和快速折叠变形的瞬态响应。 分

析了机翼柔性对瞬态响应的影响。 将有理函数近似

导出的折叠变形运动中的非定常气动力近似表达式

引入到动力学控制方程中，分析了柔性机翼的瞬态

气动弹性响应。 可以得出以下结论：

１） 运用浮动坐标系法与模态综合法建立的折

叠机翼动力学控制方程。 该控制方程适用类似的多

段机翼结构，并且可以改变约束方程，可以获得不同

变形方式下的瞬态响应；
２） 对机翼折叠变形过程越缓慢，得到的瞬态响

应越平稳；对于柔性折叠机翼而言，柔性对机翼在折

叠变形过程的瞬态响应影响较大；
３） 考虑气动力时，在一定的流速范围内，来流

速度越大，在变形结束后翼尖位移响应的振荡越小。
因此气动力在一定的程度上有助于机翼的折叠变形

运动。

·２２４·
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