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摘 要: 为了清晰地掌握相关输入变量情况下响应量方差的来源，有必要将重要性测度分离为相关部

分和独立部分。通过将相关变量构造为独立变量的线性组合，相关输入变量对功能响应的方差贡献

可被分离为相关部分和非相关部分，提出线性响应量情况下基于相关变量分解的重要性测度分析方

法。所提方法不仅能将某一相关变量对响应的方差贡献分解为独立部分和相关部分，还可将其相关

贡献分离为其与每一相关变量间的相关贡献分量。在此基础上针对非线性响应量的情况建立了基于

迭代一阶泰勒展开的重要性求解方法，该方法可在响应的一阶泰勒展开式的方差与原响应方差基本

一致的情况下对相关变量进行重要性测度求解。采用所提方法，对文中数值算例和工程应用算例中

各相关输入变量的相关部分和独立部分的重要性测度指标进行了求解，证明了文中提出的基于相关

变量分解的重要性测度方法是合理、可行的。
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随机不确定性通常是由输入数据的随机性引

起，并且通过物理模型向输出量传播［1］。基本变量

的重要性测度又称为全局灵敏度分析，它可以指出

各输入变量的不确定性对模型输出响应不确定性的

影响程度大小，继而可以依次确定它们的实验或研

究的优先级别［1］。基本变量的重要性测度为有针对

性地改善结构模型提供了一种可行的新途径。根据

基本变量的重要性测度研究的发展状况，一般可将

重要性测度模型分为三类: 非参模型( 相关系数模

型) ［2，3］、基于方差的模型［4 ～ 6］、矩独立模型［7，8］。目

前应用较多的是基于方差的模型，它可用以确定各

输入变量对响应方差的贡献程度。
文献［9］指出，对于含相关输入变量的模型，应

该将某相关输入变量对输出响应的不确定性的影响

分为两部分: 相关影响( 由某输入变量和其他变量的

相关部分产生) 和非相关影响( 某输入变量独立产

生) 。这样将某变量对输出响应的不确定性的影响

进行的分离是非常重要的，因为它可以帮助工程人

员决定需要在某变量中更关注其与其它变量的相关

部分还是这个变量本身的独立部分。文献［9］中进

一步提出了一种基于方差的相关输入变量的重要性

测度方法，这种方法建立在回归分析之上，因此计算

比较繁琐。本文考虑用其它独立变量的线性组合形

式代替相关变量，推导相关输入变量间的相关部分

和各自独立部分对输出响应总方差的贡献表达式。
本文还针对非线性响应量的情况建立了基于迭代一

阶泰勒展开的方法，以在响应的一阶泰勒展开式的

方差与原响应方差基本一致的情况下对相关变量进

行重要性测度求解。

1 线性响应量情况

1. 1 相关变量分解的基本思想

两两相关变量 x1 与 x2 的相关性可由下图简单

表示。
图 1 体现了相关变量分解的原理，即相关变量

x1 与 x2 可被分别分解为其他独立变量的组合形式，
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图 1 两两相关变量关系示意图

t12 是它们的共有变量，决定了 x1 与 x2 具有相关性，

而 t11、t22 分别为 x1、x2 的独有部分，决定了 x1、x2 也具

有各自的独立性。
由上面的描述知 t12、t11、t22 是相互独立的，由于

t12 对 x1 和 x2 均有影响，因此可考虑将 x1 和 x2 分解为

下式。
x1 = a11 t11 + a12 t12
x2 = a21 t21 + a22 t

{
22

( 1)

将( 1) 式代入相关系数定义式，有

ρx1x2 =
cov( a11 t11 + a12 t12，a21 t12 + a22 t22 )

var( x1槡 ) · var( x2槡 )
( 2)

因 t12、t11、t22 相互独立，( 2) 式可简化为

ρx1x2 =
a12a21var( t12 )

var( x1槡 ) · var( x2槡 )
( 3)

从( 3) 式可以看出，将相关变量 x1、x2 用独立变

量 t12、t11、t22 以( 1) 式的形式表示后，其相关系数由

x1、x2 的共有变量 t12 的方差和系数以及 x1、x2 的方差

共同决定，且( 1) 式中的 a11 t11，a22 t22 与 ρx1x2 无关，其

作用为在 t12 的方差和系数确定后使独立变量的组

合与原变量服从同一分布，因此为了表达的简洁和

计算的方便，可令

a11 = a22 = 1 ( 4)

则

x1 = t11 + a12 t12
x2 = a21 t21 + t{

22

( 5)

这样，在已知 x1 和 x2 的方差和相关系数 ρx1x2 的

情况下，需要首先合理确定 t12 的系数和分布参数

( 在满足 ( 3) 式的情况下 a12a21var( t12 ) 还须小于

var( x1 ) 和 var( x2 ) 中的较小值) ，然后再根据 x1 和

x2 的分布参数确定 t11、t22 的分布参数。
对于线性响应量函数，例如

y = a0 + a1x1 + a2x2 ( 6)

式中 a0 为常数项。采用( 5) 式表示相关变量 x1、x2

后，响应量可被表示为

y = a0 + a1 ( t11 + a12 t12 ) + a2 ( a21 t12 + t22 )

= a0 + a1 t11 + a1a12 t12 + a2a21 t12 + a2 t22 ( 7)

因为 t12、t1、t2 是相互独立的变量，输出响应的总方差

V( y) 为

V( y) = ( a1a12 + a2a21 ) 2var( t12 ) +

a2
1var( t11 ) + a2

2var( t22 ) ( 8)

1. 2 线性响应量情况下基于相关变量分解的重要

性测度分析

1. 2. 1 两个相关变量的情况

( 6) 式中 x1 对输出响应方差的独立贡献为

VU
1 = E［var( a1x1 | x2 ) ］ ( 9)

将用独立变量表达的 x1 和 x2 代入( 9) 式，并由 t12 和
t1 独立，有

VU
1 = E{ var［a1a12 t12 | ( a21 t12 + t22 ) ］} +

E{ var［a1 t11 | ( a21 t12 + t22 ) ］} ( 10)

利用总方差公式，即
var( X) = E( var( X | Y) ) + var( E( X | Y) )

( 11)

可将( 10) 式右边第一项表示为
E{ var［a1a12 t12 | ( a21 t12 + t22 ) ］} = var( a1a12 t12 ) －

var{ E［a1a12 t12 | ( a21 t12 + t22 ) ］} ( 12)

并由于 t11 和 t12、t22 独立，( 10) 式右边第二项可简化

为
E{ var［a1 t11 | ( a21 t12 + t22 ) ］} = var( a1 t11 )

( 13)

对( 12) 式右边第二项利用相关系数平方定理，即
var( E( X | Y) )

var( X)
= ρ2X，Y

( 14)

式中 ρX，Y代表相关随机变量 X 和 Y 的相关系数。并

利用相关系数与协方差的关系，可得到
var{ E［a1a12 t12 | ( a21 t12 + t22 ) ］} = var( a1a12 t12 ) ·

cov( a1a12 t12，a21 t12 + t22 )

var( a1a12 t12槡 ) var( a21 t12 + t22槡
[ ]

)

2

( 15)

将( 15) 式代入( 12) 式，并利用 t22 与 t12 独立的

条件、协方差公式以及( 5) 式，( 12) 式可简化为
E{ var［a1a12 t12 | ( a21 t12 + t22 ) ］}

= var( a1a12 t12 ) · 1 －
var( a21 t12 )
var( x2

[ ])
( 16)

将( 13) 式和( 16) 式代入( 10) 式最终可得 x1 对

输出响应方差的独立贡献 VU
1 如下

VU
1 = var( a1 t11 ) + var( a1a12 t12 ) · 1 －

var( a21 t12 )
var( x2

[ ])

( 17)
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从( 17) 式可以看出，虽然 t11 是 x1 中独立部分，

但 a1 t11 对响应方差的贡献 var( a1 t11 ) 并不是 x1 对响

应方差独立贡献的全部，其方差独立贡献还有一部

分来 自 于 x1 与 x2 相 关 的 部 分 也 即 来 源 于 方 差

var( a1a12 t12 ) ，且所占比例为 1 减去与 x1 相关的变量

x2 中相关部分 a21 t12 的方差 var( a21 t12 ) 在 x2 的方差

var( x2 ) 中的比例。
同理，x2 对输出响应的方差的独立贡献为

VU
2 = var( a2 t22 ) + var( a2a21 t12 ) · 1 －

var( a12 t12 )
var( x1

[ ])

( 18)

则相关部分 t12 总贡献( a1a12 + a2a21 ) 2var( t12 )

减去 t12 的贡献中属于 x1 和 x2 独立贡献的部分后即

为 x1 与 x2 对输出响应的方差的相关贡献

VC
1，2 = ( a1a12 + a2a21 ) 2var( t12 ) －

var( a1a12 t12 ) · 1 －
var( a21 t12 )
var( x2

[ ])
－

var( a2a21 t12 ) · 1 －
var( a12 t12 )
var( x1

[ ])
( 19)

求得相关输入变量对响应量方差贡献的各个部

分后，就可使用它们与输出响应量的总方差 V( y) 的

比值作为相关输入变量各部分的基于方差的重要性

测度，例如 x1 独立、x2 独立以及 x1 和 x2 相关的重要

性测度分别为

SU
1 =

VU
1

V( y)
，SU

2 =
VU
2

V( y)
，SC

1，2 =
VC
1，2

V( y)
( 20)

1. 2. 2 相关变量分解参数对结果的影响

使用( 5) 式表示 x1 和 x2 时，有多种系数和分布

参数的组合情况，但在满足原相关输入变量的相关

系数和分布的情况下，各部分方差贡献的结果不随

( 5) 式中独立变量的系数和分布的变化而改变，理

由如下:

由( 17) 式可得

VU
1 = a2

1 var( t11 ) + var( a12 t12 ) 1 －
a2
21var( t12 )
var( x2

( )[ ])

( 21)

利用( 5) 式，( 21) 式可进一步写为

VU
1 = a2

1 var( x1 ) －
a2
12a

2
21var

2 ( t12 )
var( x2

[ ])
( 22)

根 据 ( 3 ) 式，( 22 ) 式 可 表 示 为 VU
1 = ( 1 －

ρ2x1x2 ) var( a1x1 ) ，说明 VU
1 的计算结果不随( 1) 式中独

立变量的系数和分布的不同而改变。同理可证明

( 18) 、( 19) 式的结果符合同样的性质。因此( 5) 式

中系数和分布参数的组合情况对( 20 ) 式代表的重

要性测度的结果没有影响。
1. 2. 3 多个相关变量的情况

响应函数为 y = a0 +∑
n

i = 1
aixi，其中某一输入变

量 xk ( k≤ n) 与多个变量相关，当不考虑 n( n ≥ 3)

个两两相关变量的公共相关部分时，设

xk = ∑
k－1

i = 1
aik tik + ∑

n

j = k+1
akj tkj + tkk ( 23)

式中与 xk 不相关的变量的下标与 k 组合构成新下标

的参数系数为零，而与( 5) 式相同的原因 tkk 的系数

为 1。
根据上面的规律，xk 对响应方差的独立贡献为

tkk 的贡献加上相应比例的各相关部分的贡献，即

VU
k = var( aktkk ) +

∑
k－1

i = 1
var( akaki tik ) 1 －

var( aik tik )
var( xi

[ ]{ })
+

∑
n

j = k+1
var( akakj tkj ) 1 －

var( ajk tkj )
var( xj

[ ]{ })
( 24)

xk 与某一相关变量 xm ( m≤ n，m≠ k) 对响应方差的

相关贡献为

VC
k，m = var［( akakm + amamk ) tkm］－

var( akakmtkm ) · 1 －
var( amktkm )
var( xm

[ ])
－

var( amamktkm ) · 1 －
var( akmtkm )
var( xk

[ ])
( 25)

上式为 m ＞ k 时的写法，若 m ＜ k，则 VC
k，m、akm 和 tkm

分别写为 VC
m，k、amk 和 tmk。

xk 对响应方差的相关贡献约为 xk 与其他变量的

相关贡献之和，即

VC
k ≈∑

k－1

i = 1
Vi，k + ∑

n

j = k+1
Vk，j ( 26)

xk 独立、xk 与 xm 相关、xk 相关的基于方差的重要性测

度分别为

SU
k =

VU
k

V( y)
，SC

k，m =
VC

k，m

V( y)
，SC

k =
VC

k

V( y)
( 27)

1. 3 基于相关变量分解的重要性测度方法与基于

线性回归的方法的比较

本节提出的基于相关变量分解的重要性测度方

法从最基本的数学公式出发，推导出新的独立变量

表达的贡献分解公式，在不考虑 n( n≥3 ) 个两两相

关变量的公共相关部分时，使用其求解的相关变量

各部分的重要性测度结果是精确的。文献［9］的基

·09·
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于线性回归的方法是一种近似的方法，准确度随样

本数的增加而提高，由于多次回归分析而使计算量

较大。将相关变量分解后，新的形式使相关和独立

部分更加直观，计算上也比基于线性回归的方法方

便。当某变量与多个其它变量相关时，此种方法不

仅能够将某变量对响应方差的独立和相关贡献分

离，还可求得此变量与任一其它变量的相关贡献。
但和基于线性回归的方法一样，只适用于响应函数

为线性或近似线性效果很好的情况。

2 非线性响应量情况

2. 1 方法的基本思想与实现步骤

对非线性的响应函数表达式进行一阶泰勒展开

可以达到线性化的目的。由于本文探讨的是各相关

输入变量对输出响应量的变异性即方差的影响，因

此在对原响应函数表达式进行泰勒一阶展开时，应

该通过对插值点的选取来控制此泰勒展开式输出的

总方差，使其与原响应函数输出的总方差基本一致，

具体步骤为:

1) 计算原响应函数表达式 y = g( x) 输出的总

方差 var( y) 。
2) 将原响应函数表达式 y = g( x) 在输入变量 x

= ( x1，x2，…，xn ) 的均值点μ = ( μ1，μ2，…，μn ) 处进

行一阶泰勒展开，即

珋y ( 1) = g( μ) +∑
n

i = 1

g
xi x = μ

( xi － μi ) ( 28)

求得 ( 28) 式输出的总方差 var( 珋y ( 1) ) 后，记

e( 1) = var( y) － var( 珋y) ( 29)

3) 将原响应函数表达式 y = g( x) 在输入变量

x = ( x1，x2，…，xn ) 的均值点 μ 附近即 x* = ( x*1 ，

x*2 ，…，x*n ) = ( μ1 + Δμ1，μ2 + Δμ2，…，μn + Δμn ) 处

进行一阶泰勒展开，即

珋y ( 2) = g( x* ) +∑
n

i = 1

g
xi x = x*

( xi － x*i ) ( 30)

求得 ( 30) 式输出的总方差 var( 珋y ( 2) ) 后，记

e( 2) = var( y) － var( 珋y) ( 31)

4) 对 ( μ，e( 1) ) 和( x* ，e( 2) ) 两点进行线性插值

得到使 e( 3) ≈ 0 的点( x'，e( 3) ) 。
5) 检验 e( 3) 是否接近于零，若不满足，返回首个

步骤进行迭代，直至 e( 3) 收敛于零。
6) 在 x' 处对原响应函数表达式进行泰勒一阶

展开，即

珋y ( 3) = g( x') +∑
n

i = 1

g
xi x = x'

( xi － x' i ) ( 32)

7) 将( 32) 式作为新的响应函数表达式，采用文

献［9］的基于线性回归的方法或本文的基于相关变

量分解的方法来计算各相关输入变量对响应方差的

独立和相关贡献。
2. 2 方法的优缺点分析

一阶泰勒展开是通用的将非线性表达式转化为

线性表达式的方法，本文提出通过插值点的选取使

得响应的一阶泰勒展开式的方差与其原方差基本一

致，能更合理地反映各相关输入变量对响应量方差

的贡献程度。但由于一阶泰勒展开本身对原式非线

性程度的敏感性，在响应量的非线性程度增大时，重

要性测度结果的精度也会随之降低。在非线性响应

量情况下的另一研究，可参见文献［10］。

3 算 例

3. 1 数值算例

响应函数

y = 4x1 + x2 ( 33)

式中，x1 和 x2 服 从 标 准 正 态 分 布，相 关 系 数 ρ12
= 0. 7。

采用本节所述方法，将 x1 和 x2 表示为

x1 = 槡1. 4t12 + t11

x2 = 槡1. 4t12 + t{
22

式中 t12 ～ N( 0，0. 5) ，t11，t22 ～ N( 0，0. 3) 。则

y = 4( 槡1. 4t12 + t11 ) + ( 槡1. 4t12 + t22 )

由( 8 ) 式可计算得到 V( y) = 22. 6。由( 17) 、( 18) 、
( 19) 式计算得到重要性测度的结果列入表 1 后可

以看出，基于相关变量分解的重要性测度分析的结

果与解析结果完全一致。

表 1 算例 1 基于方差的输入变量重要性测度结果

VU
1 SU

1 ( % ) VU
2 SU

2 ( % ) VC
1，2 SC

1，2 ( % )

本文方法 8. 16 36. 11 0. 51 2. 26 13. 93 61. 63

解析结果 8. 16 36. 11 0. 51 2. 26 13. 93 61. 63

·19·
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3. 2 悬臂梁结构

如图 2 所示，一矩形截面悬臂梁受到均布载荷，

以其自由端挠度不超过 L /325 为约束建立极限状态

函数为 g( ω，b，L) = L /325 － ωbL4 / ( 8EI) 。式中 ω、
b、L、E、I 分别为单位载荷、截面尺寸、梁的长度、弹性

模量、截面惯性矩。其中 E 为已知常量，E = 26 GPa，

I 是 b 的函数为 I = b4 /12，L 和 b 的相关系数 ρLb =
1 /3，而 ρωL = ρωb = 0，其它分布参数如表 2 所示。

图 2 悬臂梁结构简图

表 2 输入随机变量的分布参数

变量 x 均值 μx 标准差 σx 分布类型

ω / ( kN·m －2 ) 1000 100 正态

L /m 6 0. 9 正态

b /mm 250 37. 5 正态

表 3 悬臂梁结构基于方差的输入变量重要性测度结果

xi SU
xi /% SC

xi /%

ω 5. 08 0

L 23. 78 － 20. 54

b 91. 68 － 20. 54

对极限状态函数采用基于迭代一阶泰勒展开的

方法进行相关变量的重要性测度分析的结果如表 3
所示，其中 ω 为独立变量，因此其对极限状态函数的

方差贡献全部为独立贡献。
从表 3 的结果可以看出，变量 b 即截面尺寸对

极限状态函数的方差贡献所占比例非常大，而 L 和 b
对极限状态函数方差的相关贡献为负，即具有减小

方差的作用。因此，从减小极限状态函数的变异性的

角度来讲，应该着手减小截面尺寸 b 的独立贡献以

及增加梁的长度 L 和截面尺寸 b 的相关性。

4 结 论

在工程实际应用中，将相关输入变量的重要性

测度分离为独立部分和相关部分是十分重要的。本

文通过将相关变量构造为独立变量的线性组合，推

导出线性响应量情况下其对响应量的独立贡献和相

关贡献的表达式，并将其相关贡献分离为其与每一

相关变量间的相关贡献分量。在此基础上针对非线

性响应量的情况建立的基于迭代一阶泰勒展开的方

法可在响应的一阶泰勒展开式的方差与原响应方差

基本一致的情况下对相关变量进行重要性测度求

解。数值算例和工程应用算例中各相关输入变量的

相关部分和独立部分的重要性测度结果论证了本文

提出的基于相关变量分解的重要性测度方法的合理

性。工程应用算例的重要性测度结果也为有针对性

地改善其结构模型提供了方向。
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A Novel and Rational Method Based on Decomposition of
Correlated Variables for Analyzing Importance Measure

Hao Wenrui，Lu Zhenzhou，Tian Longfei
( College of Aeronautics，Northwestern Polytechnical University，Xi'an 710072，China)

Abstract: Sections 1 and 2 of the full paper explain the method mentioned in the title，which we believe is novel
and rational． Their core consists of． “For exploring the origin of the variance of the output response in the case that
correlated input variables are involved，it is necessary to divide the variance based importance measure ( VBIM) in-
to the correlated part and the uncorrelated one． Correlated variables are constructed by the linear combination of in-
dependent factors to divide the contributions by correlated input variables into correlated ones and uncorrelated
ones，by which the novel method based on the decomposition of correlated variables for analyzing importance meas-
ure is proposed． The novel method not only can divide the contribution by an individual input variable into uncorre-
lated one and correlated one，but also can separate the latter into components of the individual input variable corre-
lated with each of other input variables． For nonlinear responses，an iterative first-order Taylor expansion based
method is established，which aims at analyzing the importance measure of correlated variables when the variance of
response is consistent with its first-order Taylor expansion． " The proposed novel method is employed to obtain re-
spectively the VBIMs of two examples． The calculated results，presented in Tables 1 and 3，and their analysis dem-
onstrate preliminarily that the novel method based on the decomposition of correlated variables for analyzing impor-
tance measure is indeed rational．

Key words: decomposition，iterative methods，polynomials，probability，regression analysis，reliability，sensitivity
analysis; correlated variables，importance measure，Taylor expansion
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