
２０１６年 ６月
第 ３４卷第 ３期

西 北 工 业 大 学 学 报

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎｏｒｔｈｗｅｓｔｅｒｎ Ｐｏｌｙｔｅｃｈｎｉｃａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ
Ｊｕｎｅ
Ｖｏｌ．３４

２０１６
Ｎｏ．３

收稿日期：２０１５⁃１０⁃２７基金项目：国家自然科学基金（５１１０５３０４、５１４７５３６４）与陕西省自然科学基础研究计划（２０１５ＪＭ５２１２）资助

作者简介：成雨（１９９１—），西安理工大学硕士研究生，主要从事接触、摩擦理论方法研究。

尺度相关的分形粗糙表面弹塑性接触力学模型

成雨１， 原园１， 甘立１， 徐颖强２， 李万钟２

（１．西安理工大学 机械与精密仪器工程学院， 陕西 西安　 ７１００４８；２．西北工业大学 机电学院， 陕西 西安　 ７１００７２）

摘　 要：依据分形理论，研究了粗糙表面间的真实接触状况，建立了粗糙表面间的分形接触模型。 考

虑微凸体的等级，确定了弹性临界等级、第一弹塑性临界等级和第二弹塑性临界等级的表达式，研究

了粗糙表面中单个微凸体的弹性、弹塑性及完全塑性变形的存在条件，推导出各个等级微凸体的临界

接触面积的解析式。 在此基础上应用微凸体的面积分布密度函数，获得了接触表面上接触载荷与真

实接触面积之间的关系。 计算结果表明：单个微凸体的临界接触面积是和微凸体的尺度相关，随着微

凸体等级的增大而减小；微凸体的变形顺序为弹性变形、弹塑性变形和完全塑性变形，与传统的接触

模型一致；在整个粗糙表面接触过程中，粗糙表面变形过程与单个微凸体的变形过程一致；最大微凸

体所处的等级范围不同，粗糙表面所表现的力学性能也不相同。
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　 　 粗糙表面间接触特性的研究对分析其摩擦、磨
损、导电、导热等性能具有重要影响。 早期的研究主

要是基于统计学分析的接触模型，采用的统计参数

与采样长度和仪器分辨率相关，进而导致对确定粗

糙表面的表征和分析结果不具有唯一性［１⁃２］。 分形

几何理论提出后，迅速应用到粗糙表面的接触问题，
利用分形理论建立的粗糙表面接触模型可以提供多

尺度的接触行为预测分析。 Ｍａｊｕｍｄａｒ 等［３］提出以

分形几何为基础的分形接触模型（ＭＢ 模型），但该

模型中未考虑微凸体的弹塑性变形，认为微凸体的

临界弹性接触面积与尺度无关，得到接触过程中微

凸体先发生塑性变形，后发生弹性变形，这一结果与

传统的接触力学结果相反；Ｋｏｇｕｔ 等［４］用有限元法

分析了粗糙表面上单个球状微凸体与刚性平面的接

触情况（ＫＥ模型）；Ｍｏｒａｇ 等［５］基于分形模型，应用

Ｈｅｒｔｚ理论证明了微凸体的临界接触面积与微凸体

的尺寸相关，推导出了接触变形过程中微凸体先发

生弹性变形，再发生非弹性变形；然而上述 ２种模型

都只研究了粗糙表面上单个微凸体的变形机制，并
没有考虑整个粗糙表面上的接触载荷与真实接触面

积之间的关系。 Ｌｉｏｕ 等［６］研究了柱状粗糙表面与

刚性光滑平面的接触，同样得到了随着变形量的不

断增加，微凸体先发生弹性变形，再发生弹塑性变形

或是完全塑性变形；缪小梅和丁雪兴等［７⁃８］依据分

形理论也推导出了单个微凸体的弹性临界接触面积

与微凸体的尺度相关。 基于上述研究现状，依据分

形理论，考虑微凸体的等级，确定了弹性临界等级、
第一弹塑性临界等级和第二弹塑性临界等级的表达

式，研究单个微凸体的力学特性，确定了不同等级微

凸体的弹性临界接触面积、第一弹塑性临界接触面

积和第二弹塑性临界接触面积。 结合海洋岛屿面积

分布规律建立了粗糙表面弹塑性接触力学模型，获
得了不同等级微凸体下整个粗糙表面上接触总载荷

与真实接触面积之间的关系。

１　 粗糙表面几何模型的建立

粗糙表面具有自仿射与多尺度的分形特性，
Ｍａｊｕｍｄａｒ 等［３］用 Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ⁃Ｍａｎｄｅｌｂｒｏｔ 函数（Ｗ⁃Ｍ
函数）来表征粗糙表面二维轮廓曲线，表达式如下

　 ｚ（ｘ） ＝ ＧＤ－１∑
∝

ｎ ＝ ｎｍｉｎ

ｃｏｓ（２πγｎｘ）
γ（２－Ｄ）ｎ

（１ ＜ Ｄ ＜ ２） （１）
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式中， ｚ（ｘ）表示粗糙表面轮廓曲线的高度；ｘ为轮廓

的位移坐标；Ｄ 为表面轮廓分形维数；Ｇ 为轮廓特征

尺度系数；γ 为大于 １的常数，对于服从正态分布的

表面，取 γ ＝ １．５［３，５］；γｎ 表示轮廓曲线的空间频率，
ｎｍｉｎ 为与轮廓结构最低截止频率对应的序数。

轮廓曲线由Ｄ、Ｇ和 ｎｍｉｎ３个参数决定，由于表面

轮廓为非平稳的随机过程，最低截止频率跟取样长

度有关，Ｄ 和 Ｇ 可由二维 Ｗ⁃Ｍ函数的功率谱获得。

２　 两粗糙表面接触

两粗糙表面间的接触可以等效为一个粗糙表面

与一个刚性光滑平面的接触，且等效粗糙表面满足

各向同性的分形特性；忽略接触过程中微凸体之间

的相互作用；假设变形时只有微凸体发生变形且不

考虑接触过程中接触硬化和硬度随深度的变化；不
考虑摩擦。
２．１　 单个微凸体力学模型的建立

粗糙表面是由一系列不同尺寸的余弦波状微凸

体叠加而成的，对于任何一个微凸体 ｌ ＝ １ ／ γｎ ，变形

前的轮廓曲线可定义为

ｚ０（ｘ） ＝ ＧＤ－１ ｌ２－Ｄｃｏｓ πｘ
ｌ

－ ｌ
２

＜ ｘ ＜ ｌ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ （２）

　 　 图 １为单个接触微凸体变形示意图，其中 ｌ 为
微凸体基底的尺寸，δ 为微凸体的幅值，ω 为实际变

形量，取值范围为 ０ ≤ ω≤ δ，具体大小与所受载荷

有关，ｌ′ 为用一刚性平面截微凸体所得的截断长度，
ｌｒ 为微凸体变形量为 ω 时的实际接触长度。

图 １　 接触微凸体变形示意图

由（２） 式可得微凸体顶端曲率半径 Ｒ 为

Ｒ ＝ （１ ＋ ｚ′２）
３
２

ｚ″ ｘ ＝ ０
＝ ｌＤ

π２ＧＤ－１
＝ （１ ／ γ

ｎ） Ｄ

π２ＧＤ－１ （３）

　 　 由（２）式可得微凸体的幅值 δ 为

δ ＝ ｚ０（０） ＝ ＧＤ－１ ｌ２－Ｄ ＝ ＧＤ－１（１ ／ γｎ） ２－Ｄ （４）
　 　 当截断长度为 ｌ′ 时，微凸体的实际变形量 ω 为

ω ＝ δ － ｚ０
ｌ′
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ＧＤ－１ ｌ２－Ｄ １ － ｃｏｓ πｌ′

２ｌ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú （５）

２．２　 微凸体的变形机制

两粗糙表面接触过程中，随着变形量的不断增

加，表面上的微凸体可能存在 ３种变形状态，分别为

弹性变形、弹塑性变形和完全塑性变形。 下面分别

讨论单个微凸体处于 ３种不同变形状态时的接触面

积和接触载荷。
２．２．１　 弹性变形状态存在条件

根据 Ｈｅｒｔｚ理论［９］，将开始塑性变形的临界变

形量为

ωｅｃ ＝
πＫＨ
２Ｅ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

Ｒ ＝ πＫϕ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

Ｒ （６）

式中， Ｈ 为较软材料的硬度，Ｋ 为硬度系数，与材料

的泊松比 ｖ相关，满足 Ｋ ＝ ０．４５４ ＋ ０．４１ｖ，Ｅ为等效弹

性模量，ϕ ＝ Ｈ ／ Ｅ 为材料属性。
当ω≤ωｅｃ 时，微凸体发生弹性变形，由Ｈｅｒｔｚ理

论可得，单个微凸体的接触面积 ａ 和接触载荷 Ｆ 分

别为

ａ ＝ πＲω （７）

Ｆ ＝ ４
３
ＥＲ

１
２ ω

３
２ （８）

　 　 当微凸体变形量为 ωｅｃ 时，可认为微凸体处于

弹性变形范围内，由（７） 式可知，微凸体的弹性临界

接触面积为

ａｅｃ ＝ πＲωｅｃ ＝ π
πＫϕ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

Ｒ２ （９）

　 　 对比（７）式和（９）式可得：当 ω≤ ωｅｃ 时，有 ａ≤
ａｅｃ，即单个微凸体的接触面积小于或等于弹性临界

接触面积时发生弹性变形。
联立（７） 式和（８） 式得单个微凸体发生弹性变

形时，接触载荷 Ｆ 与接触面积 ａ 之间的关系为

Ｆ ＝ ４Ｅπ
１ ／ ２ＧＤ－１

３ｌＤ
ａ３ ／ ２ （１０）

　 　 由（１０）式可知，单个微凸体发生弹性变形时，
接触载荷与接触面积的 ３ ／ ２次方成正比。
２．２．２　 弹塑性变形状态存在条件

Ｋｏｇｕｔ等［４］研究了粗糙表面单峰接触的力学特

·６８４·
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性，结果表明：当 ωｅｃ ＜ ω ≤ １１０ωｅｃ 时，接触微凸体

发生弹塑性变形，并将微凸体的弹塑性变形分为 ２
个区域：

第一弹塑性变形区（ωｅｃ ＜ ω≤ ６ωｅｃ）
Ｆ
Ｆｅｃ

＝ １．０３ ω
ωｅｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１．４２５

； ａ
ａｅｃ

＝ ０．９３ ω
ωｅｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１．１３６

（１１）

　 　 第二弹塑性变形区 （６ωｅｃ ＜ ω≤ １１０ωｅｃ）
Ｆ
Ｆｅｃ

＝ １．４０ ω
ωｅｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１．２６３

； ａ
ａｅｃ

＝ ０．９４ ω
ωｅｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１．１４６

（１２）

易得第一弹塑性和第二弹塑性的临界变形量分别为

ωｅｐｃ ＝ ６ωｅｃ ＝ ６
πＫϕ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

Ｒ （１３）

ωｐｃ ＝ １１０ωｅｃ ＝ １１０
πＫϕ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

Ｒ （１４）

　 　 将（６）式、（８）式和（９）式代入（１１）式和（１２）式
中，可得单个微凸体发生弹塑性变形时，接触载荷 Ｆ
与接触面积 ａ 之间的关系为

Ｆ ＝ ２
３
ＫＨ × １．１２８ ２ × ａ －０．２５４ ４

ｅｐｃ ａ１．２５４ ４ （１５）

Ｆ ＝ ２
３
ＫＨ × １．４９８ ８ × ａ －０．１０２ １

ｐｃ ａ１．１０２ １ （１６）

式中， ａｅｐｃ 和 ａｐｃ 分别为第一弹塑性临界接触面积和

第二弹塑性临界接触面积，其大小分别为 ａｅｐｃ ＝ ７．
１１９ ７ａｅｃ、ａｐｃ ＝ ２０５．３８２ ７ａｅｃ 由（１５） 式和（１６） 式可

知，单个微凸体发生弹塑性变形时，接触载荷与接触

面积近似成线性关系。
２．２．３　 完全塑性变形存在条件

当 ω ＞ ωｐｃ 时，微凸体发生完全塑性变形，接触

面积 ａ 和接触载荷 Ｆ的表达式如下

ａ ＝ ２πＲω （１７）
Ｆ ＝ Ｈａ （１８）

　 　 综上所述，单个微凸体的临界接触面积（弹性

临界接触面积、第一弹塑性临界接触面积和第二弹

塑性临界接触面积）是尺度相关的，符合经典赫兹

接触理论［７］，与传统的分形接触模型不同。 对于确

定的材料属性和分形参数，微凸体临界弹性接触面

积与微凸体的等级成反比。 任一微凸体受力发生变

形，接触面积 ａ 满足：ａ≤ ａｅｃ 时为弹性变形；ａｅｃ ＜ ａ
≤ ａｅｐｃ时为第一弹塑性变形；ａｅｐｃ ＜ ａ≤ ａｐｃ时为第二

弹塑性；ａ ＞ ａｐｃ 时为完全塑性变形。
２．３　 微凸体等级 ｎ 的计算

当 δ≤ ωｅｃ ，微凸体发生弹性变形，即：

Ｇ（Ｄ－１） １
γｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

（２－Ｄ）

≤ Ｋϕ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

１
γｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｄ

Ｇ（Ｄ－１）

ｎ≥
ｌｎ Ｋϕ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

２ １
Ｇ

æ

è
ç

ö

ø
÷

（２Ｄ－２）
é

ë
êê

ù

û
úú

２（Ｄ － １）ｌｎγ
可求得弹性临界等级为

ｎｅｃ ＝ ｆｉｘ
ｌｎ Ｋϕ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

２ １
Ｇ

æ

è
ç

ö

ø
÷

（２Ｄ－２）
é

ë
êê

ù

û
úú

２（Ｄ － １）ｌｎγ
{ } （１９）

式中，ｆｉｘ表示取整

同理可以得到第一弹塑性临界等级 ｎｅｐｃ 为

ｎｅｐｃ ＝ ｆｉｘ
ｌｎ ６ Ｋϕ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

２ １
Ｇ

æ

è
ç

ö

ø
÷

（２Ｄ－２）
é

ë
êê

ù

û
úú

２（Ｄ － １）ｌｎγ
{ } （２０）

第二弹塑性临界等级 ｎｐｃ 为

ｎｐｃ ＝ ｆｉｘ
ｌｎ １１０ Ｋϕ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

２ １
Ｇ

æ

è
ç

ö

ø
÷

（２Ｄ－２）
é

ë
êê

ù

û
úú

２（Ｄ － １）ｌｎγ
{ } （２１）

　 　 综上所述，当 ｎｍｉｎ≤ ｎ≤ ｎｅｃ时，微凸体只发生弹

性变形；当 ｎｅｃ ＜ ｎ≤ ｎｅｐｃ时，微凸体发生弹性变形和

第一弹塑性变形；当 ｎｅｐｃ ＜ ｎ≤ ｎｐｃ时，微凸体发生弹

性变形、第一弹塑性变形和第二弹塑性变形，当 ｎ ＞
ｎｐｃ 时，微凸体发生弹性变形、第一弹塑性变形、第二

弹塑性变形和完全塑性变形。
２．４　 微凸体的面积分布密度函数

Ｗａｎｇ和 Ｋｏｍｖｏｐｏｕｌｏｓ等［１０］在修正的 Ｍ⁃Ｂ 分形

接触模型中指出，分形粗糙表面与刚性光滑平面接

触时，微凸体的接触面积分布密度函数为

ｎ（ａ） ＝ Ｄ
２
φ
（２－Ｄ）
２ （ａｌ）

Ｄ
２（ａ） －（Ｄ＋２）

２ （２２）

真实接触面积 Ａｒ 为

Ａｒ ＝ ∫ａｌ
０
ｎ（ａ）ａｄａ ＝ Ｄ

２ － Ｄ
φ
（２－Ｄ）
２ ａｌ （２３）

式中， ａｌ 为最大微凸体的接触面积，φ为分形区域扩

展系数，与轮廓分形维数 Ｄ 之间的函数表达式［８］ 为

φ ＝ ５．４５３ｅｘｐ － Ｄ
０．６２８

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １．４９９　 （１ ＜ Ｄ ＜ ２）

（２４）
２．５　 真实接触面积和接触载荷

两粗糙表面接触时的真实接触面积 Ａｒ 和总的

接触载荷 Ｆｒ 是所有接触微凸体的接触面积和接触

载荷的总和，计算如下

真实接触面积为

·７８４·
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Ａｒ ＝ Ａｒｅ ＋ Ａｒｅｐ１ ＋ Ａｒｅｐ２ ＋ Ａｒｐ （２５）
式中， Ａｒｅ 为弹性变形部分的接触面积，Ａｒｅｐ１ 为第一

弹塑性变形部分的接触面积，Ａｒｅｐ２ 为第二弹塑性变

形部分的接触面积，Ａｒｐ 为完全塑性变形部分的接触

面积。 下面分别计算这四部分的真实接触面积。

Ａｒｅ ＝ ∫ａｅｃ
０
ｎ（ａ）ａｄａ ＝ Ｄ

２ － Ｄ
φ
（２－Ｄ）
２ ａ

（２－Ｄ）
２

ｅｃ ａ
Ｄ
２
ｌ （２６）

Ａｒｅｐ１ ＝ ∫ａｅｐｃ
ａｅｃ

ｎ（ａ）ａｄａ ＝ Ｄ
２ － Ｄ

φ
（２－Ｄ）
２ ×

　 （７．１１９ ７ａｅｃ）
（２－Ｄ）
２ － ａ

（２－Ｄ）
２

ｅｃ[ ] ａ
Ｄ
２
ｌ （２７）

Ａｒｅｐ２ ＝ ∫ａｐｃ
ａｅｐｃ

ｎ（ａ）ａｄａ ＝ Ｄ
２ － Ｄ

φ
（２－Ｄ）
２ ×

　 （２０５．３８２ ７ａｅｃ）
（２－Ｄ）
２ － （７．１１９ ７ａｅｃ）

（２－Ｄ）
２[ ] ａ

Ｄ
２
ｌ

（２８）

Ａｒｐ ＝ ∫ａｌ
ａｐｃ
ｎ（ａ）ａｄａ ＝ Ｄ

２ － Ｄ
φ
（２－Ｄ）
２ ×

　 ａ
（２－Ｄ）
２

ｌ － （２０５．３８２ ７ａｅｃ）
（２－Ｄ）
２[ ] ａ

Ｄ
２
ｌ （２９）

　 　 总的接触载荷为

Ｆｒ ＝ Ｆｒｅ ＋ Ｆｒｅｐ１ ＋ Ｆｒｅｐ２ ＋ Ｆｒｐ （３０）
同理， Ｆｒｅ 为弹性变形部分接触载荷，Ｆｒｅｐ１ 为第一弹

塑性变形部分接触载荷，Ｆｒｅｐ２ 为第二弹塑性变形部

分接触载荷，Ｆｒｐ 为完全塑性变形部分接触载荷。

Ｆｒｅ ＝ ∫ａｅｃ
０
Ｆｎ（ａ）ｄａ ＝

　 Ｄ
３ － Ｄ

φ
（２－Ｄ）
２
４Ｅπ

１
２ ＧＤ－１

３ｌＤ
ａ
（３－Ｄ）
２

ｅｃ ａ
Ｄ
２
ｌ （３１）

Ｆｒｅｐ１ ＝ ∫ａｅｐｃ
ａｅｃ

Ｆｎ（ａ）ｄａ ＝ Ｄ
３
ＫＨφ

（２－Ｄ）
２
１．２８１ ６ａ －０．２５４ ４

ｅｃ

１．４２５ － ０．５６８Ｄ
×

　 ［（７．１１９ ７ａｅｃ） １．２５４ ４
－０．５Ｄ － ａ１．２５４ ４－０．５Ｄｅｃ ］ａ

Ｄ
２
ｌ （３２）

Ｆｒｅｐ２ ＝ ∫ａｐｃ
ａｅｐｃ

Ｆｎ（ａ）ｄａ ＝ Ｄ
３
ＫＨ ×

　 φ
（２－Ｄ）
２
１．７１７ ６ａ －０．１０２ １

ｅｃ

１．２６３ － ０．５７３Ｄ
×

　 ［（２０５．３８２ ７ａｅｃ） １．１０２ １
－０．５Ｄ － （７．１１９ ７ａｅｃ） １．１０２ １

－０．５Ｄ］ａ
Ｄ
２
ｌ

（３３）

Ｆｒｐ ＝ ∫ａｌ
ａｐｃ
Ｆｎ（ａ）ｄａ ＝ Ｈ Ｄ

２ － Ｄ
φ
（２－Ｄ）
２ ×

　 ａ
（２－Ｄ）
２

ｌ － （２０５．３８２ ７ａｅｃ）
（２－Ｄ）
２[ ] ａ

Ｄ
２
ｌ （３４）

　 　 将（３１） ～ （３４）式代入（３０）式并进行无量纲化

处理即两边同时除以 ＥＡａ ，可得总的接触载荷与真

实接触面积之间的无量纲关系

Ｆ∗ｒ ＝ ４π
１
２ Ｇ∗（Ｄ－１）

３ｌ∗Ｄ ｇ１（Ｄ）ａ
∗（３－Ｄ）
２

ｅｃ Ａ
∗Ｄ
２

ｒ ＋

　 Ｄ
３
Ｋϕｇ２（Ｄ） ×

１．２８１ ６ａ∗－０．２５４ ４
ｅｃ

１．４２５ － ０．５６８Ｄ
　 （７．１１９ ７ａ∗ｅｃ ） （１．２５４ ４

－０．５Ｄ）[ － ａ∗（１．２５４ ４－０．５Ｄ）ｅｃ ] ×

　 Ａ∗
Ｄ
２

ｒ ＋ Ｄ
３
Ｋϕｇ２（Ｄ）

１．７１７ ６ａ∗－０．１０２ １
ｅｃ

１．２６３ － ０．５７３Ｄ
×

　 ［（２０５．３８２ ７ａ∗ｅｃ ） （１．１０２ １
－０．５Ｄ） －

　 （７．１１９ ７ａ∗ｅｃ ） （１．１０２ １
－０．５Ｄ）］Ａ

∗Ｄ
２
ｒ ＋

　 ϕ
ｇ３（Ｄ）

ｇ３（Ｄ）Ａ∗
（２－Ｄ）
２

ｒ － （２０５．３８２ ７ａ∗ｅｃ ）
（２－Ｄ）
２[ ] Ａ

∗Ｄ
２
ｒ

（３５）

式中， Ｆ∗ｒ ＝
Ｆｒ
（ＥＡａ）

，ｌ∗ ＝
ｌｍａｘ
Ａａ
，Ｇ∗ ＝ Ｇ

Ａａ
，Ａ∗ｒ ＝

Ａｒ
Ａａ
，ａ∗ｅｃ

＝
ａｅｃ
Ａａ
，为无量纲参数；ｌｍａｘ为最大微凸体尺寸，Ａａ为名

义接触面积；ｇ１（Ｄ）＝
Ｄ
３ － Ｄ

２ － Ｄ
Ｄ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｄ
２

φ
（Ｄ－２）２
４ ，ｇ２（Ｄ）＝

２ － Ｄ
Ｄ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｄ
２

φ
（Ｄ－２）２
４ ，ｇ３（Ｄ） ＝

２ － Ｄ
Ｄ

æ

è
ç

ö

ø
÷

（２－Ｄ）
２

φ －（Ｄ－２）２
４ ，为与

表面分形维数相关的常数，因此，对于特定的材料属

性ϕ和分形参数Ｄ、Ｇ，无量纲接触载荷Ｆ∗ｒ 是微凸体

的无量纲弹性临界接触面积 ａ∗ｅｃ ＝ ａｅｃ ／ Ａａ和无量纲真

实接触面积Ａ∗ｒ 的函数，避免对粗糙表面进行弹塑性

及完全塑性的重复计算。
由于单个微凸体临界接触面积的尺度相关性，

在求解真实接触面积和接触载荷过程中，临界接触

面积选取影响结果的准确性，在本文中我们选择最

大微凸体的临界接触面积（对应等级 ｎ 最小） 来计

算整个粗糙表面的接触载荷和真实接触面积，以下

对其误差进行分析。 计算参数选取 Ｄ ＝ １．５，Ｇ ＝ ２．５
× １０ －９ｍ，ϕ ＝ ０．００１。
１） 当所有微凸体都处于同种变形状态时，同时

处于弹性变形状态、第一弹塑性变形状态、第二弹塑

性变形状态或完全塑性变形状态。 粗糙表面的真实

接触面积和接触载荷可以用最大微凸体的临界接触

接触面积来计算［７］。

Ａｒ ＝ ∫ａｎ
０
ｎ（ａｎ）ａｎｄａｎ ＝

Ｄ
２ － Ｄ

φ
（２－Ｄ）
２ ａ

（２－Ｄ）
２

ｎ ａ
Ｄ
２
ｌ （３６）

当 ａｎ ≤ ａｎｅｃ，所有微凸都体处于弹性变形状态；当
ａｎｅｃ ＜ ａｎ≤ ａｎｅｐｃ 所有微凸体都处于第一弹塑性变形

·８８４·
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状态；当 ａ ｎｅｐｃ ＜ ａｎ≤ ａｎｐｃ，所以微凸体都处于第二弹

塑性变形状态；当 ａｎ≥ ａｎｐｃ ，所有微凸体都处于完全

塑性变形状态。
２）、当微凸体处于不同变形状态时，分为以下 ３

种情况：
（１） 当最大微凸体处于弹性变形状态时，其余

微凸体可能处于第一弹塑性变形状态。 以本文计算

结果，真实接触面积为

Ａｒｅ ＝ ∫ａｍｉｎ
０

ｎ（ａ）ａｄａ ＝ Ｄ
２ － Ｄ

φ
（２－Ｄ）
２ ａ

（２－Ｄ）
２

ｍｉｎ ａ
Ｄ
２
ｌ （３７）

Ａｒｅ１ ＝ ∫ａｎｅｃｍｉｎ＋ｓ
０

ｎ（ａ）ａｄａ ＝ Ｄ
２ － Ｄ

φ
（２－Ｄ）
２ ａ

（２－Ｄ）
２

ｎｅｃｍｉｎ＋ｓ ａ
Ｄ
２
ｌ

（３８）

Ａｒｅｐ１ ＝ ∫ａｎｍｉｎ＋ｓ
ａｎｅｃｍｉｎ＋ｓ

ｎ（ａ）ａｄａ ＝ Ｄ
２ － Ｄ

φ
（２－Ｄ）
２ ×

　 ａ
（２－Ｄ）
２

ｎｍｉｎ＋ｓ
－ ａ

（２－Ｄ）
２

ｎｅｃｍｉｎ＋ｓ
[ ] ａ

Ｄ
２
ｌ （３９）

η１ ＝
Ａｒｅ１ ＋ Ａｒｅｐ１１

Ａｒｅ
× １００％ ＝ ８．７８％

　 　 （２） 当最大微凸体处于弹性变形状态时，其余

微凸体可能处于第二弹塑性变形阶段。 同理可得真

实接触面积的比值为：

η２ ＝
Ａｒｅ２ ＋ Ａｒｅｐ１２ ＋ Ａｒｅｐ２２

Ａｒｅ
× １００％ ＝ ０．８％

　 　 （３） 当最大微凸体处于弹性变形状态时，其余

微凸体可能处于完全塑形变形阶段。 同理可得真实

接触面积的比值为

η３ ＝
Ａｒｅ３ ＋ Ａｒｅｐ１３ ＋ Ａｒｅｐ２３ ＋ Ａｒｐ３

Ａｒｅ
× １００％ ＝ ０．００１２％

式中，η 表示选取不同微凸体所得到的真实接触面

积的比值，下标 １ 表示微凸体发生弹性变形和第一

弹塑性变形，下标 ２表示微凸体发生弹性变形、第一

弹塑性变形和第二弹塑性变形，下标 ３ 表示微凸体

发生弹性变形、第一弹塑性变形、第二弹塑性变形和

完全塑性变形。
为了说明我们选择最大微凸体来计算真实接触

面积和载荷的合理性。 我们又选择了小一级和小两

级的微凸体，计算了其真实接触面积的与最大微凸

体真实接触面积的比值。

ε１ ＝
Ａｒ１

Ａｒ

× １００％ ＝ ４４％

ε２ ＝
Ａｒ２

Ａｒ

× １００％ ＝ １９．８％

经过计算，选择最大微凸体相邻的微凸体得到的总

的真实接触面积与最大微凸体所得的真实接触面积

的比值都小于 ５０％，为了获得准确的计算结果，可
以用最大微凸体的临界接触面积来计算整个粗糙表

面的真实接触面积和载荷。
经过误差分析，在微凸体下压量与微凸体高度

比值相同的情况下，最大微凸体的接触面积是最大

的，因而粗糙表面中最大微凸体的力学性能直接决

定整个粗糙表面的力学性能。 当最大微凸体发生弹

性变形，即使较大等级的微凸体发生弹塑性变形，对
其整个粗糙表面的真实接触面积的影响很小，从工

程应用和保守计算角度分析，选取最大微凸体的临

界接触面积计算整个粗糙表面的真实接触面积和接

触载荷是合理的。

３　 数值仿真结果与分析

基于前文所推导出的计算结果，分析粗糙表面

接触过程中的真实接触面积与微凸体总接触载荷之

间的关系。 粗糙表面相关参数为：轮廓分形维数 Ｄ
分别取 １．５、１．７、１．９，轮廓特征尺度系数取 Ｇ ＝ ２．５ ×
１０ －１６ ～ ２．５ × １０ －７，泊松比 ν ＝ ０．３，材料的弹性模量

Ｅ ＝ ２．３ × １０１１Ｎ ／ ｍ２，硬度为 Ｈ ＝ ６．５８ × １０８Ｎ ／ ｍ２。
图 ２为微凸体的临界接触面积（弹性临界接触

面积、第一弹塑性临界接触面积和第二弹塑性临界

接触面积） 与微凸体等级之间的关系。

图 ２　 微凸体的临界接触面积与等级之间的关系

粗糙表面的分形参数为 Ｄ ＝ １．５，Ｇ ＝ ２．５ ×
１０ －９。 其中：Ⅰ 为弹性变形区；Ⅱ 为第一弹塑性变

形区；Ⅲ为第二弹塑性变形区；Ⅳ 为完全塑性变形

区。 在Ⅰ区域中，这些等级的微凸体只能发生弹性

变形；在区域Ⅱ中，这些等级的微凸体可以发生弹

·９８４·
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性变形和第一弹塑性变形；在区域 Ⅲ 中，这些等级

的微凸体可以发生弹性变形、第一弹塑性变形和第

二弹塑性变形；在区域 Ⅳ 中，这些等级的微凸体可

以发生弹性变形、弹塑性变形和完全塑性变形。 从

图 ２中可以看出，当表面的分形参数一定时，单个微

凸体的临界接触面积 ａｅｃ，ａｅｐｃ，ａｐｃ 是变化的，是和微

凸体的尺度相关的，随着微凸体的等级 ｎ 的增大而

减小。 对于确定等级的微凸体，随着接触面积的增

大，微凸体先发生弹性变形，再发生弹塑性变形，最
后发生完全塑性变形。

图 ３为在轮廓的分形维数 Ｄ＝ １．５ 的情况下，微
凸体的临界等级（弹性临界等级、第一弹塑性临界

等级和第二弹塑性临界等级）与轮廓的特征尺度参

数之间的关系。 由图 ３ 可知，３ 种临界等级都随着

轮廓尺度参数的增大而减小。 在相同的特征尺度参

数下，第二弹塑性临界等级最大，弹性临界等级最

小，而第一弹塑性临界等级介于这 ２ 种临界等级之

间。 当轮廓尺度参数 Ｇ 增大到一定值时，临界等级

小于零，但事实上，最大微凸体的等级大于零的，因
此当分形维数为 Ｄ＝ １．５时，轮廓的特征尺度参数不

能大于 ２．５×１０－７ｍ。

图 ３　 微凸体的临界等级与轮廓特征尺度参数之间的关系

图 ４ａ） ～图 ４ｃ）分别表示最大微凸体的等级处

于不同的临界等级范围内时无量纲接触载荷 Ｆ∗ｒ 与

无量纲真实接触面积 Ａ∗ｒ 之间的关系。 如图 ４ａ） 所

示：当最大微凸体的等级小于弹性临界等级时，即 ｎ
＝ １０ ＜ ｎｅｃ ＝ １３，微凸体只能发生弹性变形，因此在

整个粗糙表面接触过程中，Ｆ∗ｒ 与 Ａ∗ｒ 的 ３ ／ ２ 次方成

正比关系，粗糙表面表现为弹性性质；如图 ４ｂ） 所

示，当最大微凸体的等级大于弹性临界等级而小于

第一弹塑性临界等级时，即 ｎ ＝ １６ ＜ ｎｅｃ ＝ １８，随着下

压量的不断增大，微凸体先发生弹性变形，再发生弹

塑性变形，因此在整个粗糙表面接触过程中，在载荷

较小的情况下，Ｆ∗ｒ 与 Ａ∗ｒ 的 ３ ／ ２次方成正比关系，随
着载荷的增加，Ｆ∗ｒ 与 Ａ∗ｒ 的 １．２５４ ４ 次方成正比，因
而粗糙表面先表现为弹性性质，随着载荷的增大表

现为弹塑性性质。 如图 ４ｃ） 所示，当最大微凸体的

等级大于第二弹塑性临界等级时，即 ｎ ＝ ３４ ＞ ｎｐｃ ＝
２５，微凸体的变形顺序为弹性变形，弹塑性变形和

完全塑性变形，因此在整个粗糙表面接触过程中，粗
糙表面的接触性质也是这一顺序。 图 ４ｃ） 中 Ｆ∗ｒ 与

Ａ∗ｒ 之间成线性正比的关系，这是因为接触过程中弹

性变形和弹塑性变形所占的比例很小。 由图 ４ 可

知，随着轮廓分形维数Ｄ的增大，Ｆ∗ｒ 与 Ａ∗ｒ 的直线斜

率逐渐增大，在相同接触面积上接触载荷减小，这是

因为：表面分形维数 Ｄ 越大，粗糙表面越精细，单位

面积上的微凸体数量增多。

图 ４　 无量纲接触载荷与无量纲

真实接触面积之间的关系

·０９４·
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４　 与其他模型的比较

图 ５为本文模型、ＧＷ 模型［１］、ＭＢ 分形模型［３］

与 Ｂｈｕｓｈａｎ所测的实验数据［１１］的对比，所有分形模

型的计算参数均取［３］： Ｄ ＝ １．４９，Ｇ∗ ＝ １０ －１０，ϕ ＝
０．０５。 本文的模型与其他模型具有一致的变化趋

势，即无量纲载荷增加的情况下，无量纲真实接触面

积也增大。 从图５ａ）可得，与ＭＢ模型选取相同基底

长度的微凸体，从而可以确定该微凸体所对应的等

级 ｎ ＝ ３４。 在较小载荷的情况下，本文模型的计算

结果与 Ｂｈｕｓｈａｎ 实验数据比较接近，ＧＷ 模型的计

算结果偏差较大；从图 ５ｂ） 可得，当最大微凸体的等

图 ５　 不同接触模型与实验对比

级为 ｎ ＝ ８时，在载荷较小时，本文模型的计算结果

误差比较大：当无量纲接触载荷满足 ２ × １０ －４ ＜ Ｆ∗ｒ
＜ ５ × １０ －４ 时，本文模型与 Ｂｈｕｓｈａｎ 实验数据最为

吻合，ＭＢ和 ＧＷ 模型的计算结果与实验数据有一

定的偏差。 从图 ５ 可以看出，不管最大微凸体的等

级在什么范围内，在高的载荷的情形下，Ｇ⁃Ｗ 模型

的计算结果与实验数据较为接近，本文模型和 ＭＢ
分形模型的结果与实验结果偏差较大。 比较结果说

明，接触载荷处于中低载荷范围时，分形模型的计算

结果优于统计结果，接触载荷处于高载范围，统计模

型计算结果较为准确。

５　 结　 论

１） 分形粗糙表面中单个微凸体的临界接触面

积 ａｅｃ，ａｅｐｃ，ａｐｃ 是和微凸体的尺度相关的，临界接触

面积是由材料属性和微凸体等级 ｎ共同决定。 在确

定的材料属性条件下，单个微凸体临界弹性接触面

积与微凸体等级成反比。
２） 材料属性和分形参数一定时，粗糙表面上的

接触载荷与最大微凸体接触面积和其对应的临界弹

性接触面积相关，实际计算时，只要得到分形粗糙表

面上最大微凸体接触面积和其对应的弹性临界接触

面积就可获得整个粗糙表面上的接触载荷与真实接

触面积，避免对粗糙表面进行弹塑性及完全塑性的

重复计算，简化计算步骤。
３） 粗糙表面接触过程中，最大微凸体所处的等

级范围不同，粗糙表面表现出来的力学性能也不相

同。 在整个粗糙表面接触过程中，粗糙表面变形过

程与单个微凸体的变形过程一致。 接触面积一定

时，轮廓分形维数增大，接触载荷减小。
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Ｋｅｙｗｏｒｄｓ： ｒｏｕｇｈ ｓｕｒｆａｃｅｓ； ａｓｐｅｒｉｔｙ； ｆｒａｃｔａｌ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ； ｓｃａｌｅ； ｃｒｉｔｉｃａｌ ｃｏｎｔａｃｔ ａｒｅａ； ｅｌａｓｔｉｃ⁃ｐｌａｓｔｉｃ ｃｏｎｔａｃｔ；
ｄｅｎｓｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ； ｔｗｏ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ； ｔｏｐｏｌｏｇｙ； ｍｏｄｅｌｓ ａｎａｌｙｓｉｓ； ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ；
ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ； ｆｒｉｃｔｉｏｎ
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