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基于 POD 方法的二维方柱低雷诺数

绕流流场分析研究

王掩刚，陈俊旭，先松川

(西北工业大学 动力与能源学院，陕西 西安 710072)

摘 要:以二维方柱低雷诺数绕流为研究对象，在非定常数值模拟结果的基础上，首先应用本征正交

分解(proper orthogonal decomposition，POD)方法得到特征区域流场的低阶模型，获取 POD 基函数及

时间系数分布规律;其次以 POD 的低阶模型为基础，实现了对非定常物理场的重构。研究结果表明:

①应用文中的数值分析手段，捕捉到了方柱绕流非定常流动特征，且与公开文献结果吻合较好。②对

于文中的研究对象，前 4 阶 POD 模态所占波动总能量 99. 4%，可以用于较准确描述其非定常流场特

征;③各阶 POD 模态的时间系数之间都有明确的频率与相位关系，其中能量最大的第一对 POD 模态

对方柱尾迹流动的波动频率和幅值起决定作用。④在所研究的雷诺数下，前 4 阶 POD 模态就可以很

好地重构流场，这对以后低阶模型的建立有一定的指导意义。

关 键 词:本征正交分解，低阶模型，方柱绕流，非定常

中图分类号:O357. 1 文献标志码:A 文章编号:1000-2758(2014)04-0612-06

在计算流体力学的应用中，通常求解数学模型

方程组的计算规模庞大、维数较高，对计算机的容量

和速度提出了极高的要求。因此如何在保证足够精

度的条件下对高维或无穷维流体动力系统进行降维

建模成为了计算流体力学领域研究的热点问题，国

内外研究学者为此进行了广泛研究。
本征 正 交 分 解 ( proper orthogonal Deco-Mposi-

tion，POD)方法作为一种有效的降维手段，被广泛运

用于流体动力系统的降维建模中。在国外，Favier
等

［1］
通过 POD 降阶模型对圆柱绕流尾迹，以及某翼

型的表面分离流动进行了分析研究，结果表明该方

法可以很好地模拟所研究的流场区域;Siegel 等
［2］

从数值模拟中提取出圆柱绕流瞬态流场在短时间内

的快照(snapshots)集合，运用 POD 方法对该流场进

行了分析研究，证实了该方法可以准确的模拟和评

估瞬态流场结构;Scarano 等
［3］

则通过 PIV 技术和

POD 方法研究了入射角对二维的方柱绕流流场的

影响，结果表明该方法可以很好的展现流场的旋涡

脱落过程以及入射角的影响。在国内也有学者对

POD 方法的进行了一定的相关研究。张震宇
［4］

利

用 POD 原理设计了一种针对风力机翼型动态失速

时变过程的辨识方法，结果表明该降阶模型方法能

够以明显降低的计算量精确辨识翼型的浅失速情

况;倪振华、江棹荣等
［5］

基于 POD 近似的时间与空

间分解来预测未知区域的风压时间序列，研究表明

该方法能够有效合理地反映出风压场的时间序列。
综合国内在 POD 方法的相关研究来看，在非定

常流场方面的应用研究相对较少，因此本文基于

POD 方法对二维方柱尾缘特征区域的非定常流场

进行了研究，对求得的 POD 模态以及时间系数进行

了初步分析，并用 POD 模态对原始流场进行了重

构，证实了该方法的可行性，为后续 POD 方法在流

场方面的研究应用提供了一定的参考。

1 计算模型及 POD 模型的构建

1. 1 计算模型

计算采用二维方柱为研究对象，方柱的边长 D
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= 1 m，计算域为 11D × 30D，上游边界距方柱中心

4. 5D，下游边界距方柱中心 25. 5D，上、下侧边界分

别距方柱中心 5. 5D。在大量网格校验的基础上，计

算网格采用 H 型网格，网格密度选取 370 × 280，并

在方柱周围以及下游尾迹区域加密，以准确捕捉其

流动细节。
计算工质为空气，雷诺数 Ｒe = 100，采用层流模

型;选用压力基求解器对各控制方程进行求解，压力

速度耦合算法选用 SIMPLE 算法，梯度项选用 least
squares cell based 方法;动量项选用二阶迎风格式。
上游边界指定为速度入口边界条件 u = 0. 001 46
m /s，v = 0 m /s;下游边界指定为压力出口边界条件;

方柱表面指定为壁面无滑移边界;上下边界指定滑

移边界条件 u = 0. 001 46 m /s，v = 0 m /s。
1. 2 POD 简介及模型的构建

本征正交分解(POD) 方法由 LumIey［6］
于 1967

年首先引入到湍流相干结构研究中。该方法的基本

思想是把原来在时间域及空间域上连续物理量的

场，写成一个只与时间相关的函数和一个只与空间

相关的函数的展开式序列，且它们在均方意义上是

最优的，在展开式中只需要少量的项数就可较准确

地描述该物理过程，从而可以提供具有足够高精度

而自由度又较少的低维模型，以降低计算维数、节省

计算时间和内存。本文将以上述方柱绕流的非定常

计算模型为基础，运用 POD 方法来构建模型并进行

研究分析。
图 1 中所示的点划线矩形区域即为本文进行

POD 分析的特征区域，区域范围为 X: － 9. 5 ～ －
4. 5;Y: － 2 ～ 2。选取该区域的原因在于它是方柱

绕流流动的主要特征区域，能够反映出尾迹脱落涡

的整个演化过程。

图 1 POD 分析的特征区域

针对以上特征区域，在流场稳定周期性波动的

某段时间内，本文选取了该区域中 N = 60 个时刻的

瞬态速度场快照( snapshots) 集合 U(x，y，ti) ( i = 1，

2，…，N) 用于建立降维的 POD 空间。定义这组样

本的平均值和脉动量分别为:

珚U = ＜ U ＞ = 1
N∑

N

i
U(x，y，ti) (1)

V(x，y，ti) = U(x，y，ti) － 珚U (2)

根据 POD 方法的基本思想，目标是将脉动量

V(x，y，ti) 分 解 为 空 间 模 态 φi(x，y) 与 时 间 系 数

ai( t) 的函数即:

V(x，y，ti) = ∑
N

i = 1
ai( t)φi(x，y) (3)

实际上，求解空间模态 φi(x) 等价于求解以下

最大值问题:

max 1
N∑

N

i = 1
| (Vi，φ) |{ }2 (4)

且满足

(φ，φ) = ‖φ‖2 = 1 (5)

式中: (·，·) 和‖·‖分别表示内积空间Ω上的 L2-
内积和 L2-范数。

利用变分法，上述最大值问题可转化为以下特

征值问题:


Ω

C(x，y;x'，y')φ(x'，y')dx'dy' = λφ(x，y) (6)

式中:

C(x，y;x'，y') = 1
N∑

N

i = 1
Vi(x，y)Vi(x'，y')

i = 1，2，…N 为 Vi 的自相关函数，也称 POD 的核;可

以利用原有函数空间快照脉动量的线性组合来表示

空间模态，即

φk(x，y) = ∑
N

j = 1
bk
j Vk(x，y) (7)

其中系数 bk
j 是待定的。

将上(7)式代入(6)式中得以下特征值问题:

∑
N

i = 1
Ｒi，jAk = λAk (8)

式中: Ｒi，j = 1
N (Vi，Vj) ( i，j = 1，2，…，N)，Ak =

［bk
1，bk

2，…，bk
N］(k = 1，2，…，N)。由于矩阵 Ｒ 是一个

对称矩阵，因而存在着对应特征值 λ1 ≥ λ2 ≥…λN

≥ 0 的一组完备的正交特征向量基 A1，A2，…，AN。
由此便求得了 POD 基函数空间可以表示为

Φ = span(φ1，φ2，…，φN) (9)

用上述方法求解出的各阶特征值 λ i 占所有特

征值之和的比例大小都有明确的物理意义，它代表
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着对所求系统总能量的贡献能力
［7］，该动力学系统

的总能量可表示为各阶特征值之和 E =∑
N

i = 1
λ i，每一

阶所占能量的百分比即为 Ei = λ i /E。
为使模型简化，可以通过定义相关能量信息来

忽略小特征值所对应的 POD 模态，选择一个维数是

M(N) 低维基向量空间。定义E(k) =
∑

k

i = 1
λ i

∑
N

i = 1
λ i

，选取

M 使得 E(M)≥ σ，σ一般选取略小于1 以捕获快照

集合的大部分能量。
基于上面所求的 M 个 POD 模态，原速度场的降

维模式可以表示为

UPOD(x，y，ti) = 珚U +∑
M

i = 1
ai( t)φi(x，y) (10)

以上便得到了由 M 个 POD 基函数扩展成的降维空

间，使其在降维空间里求解。用 Galerkin 逼近将模

式方程投影到 POD 基函数扩张成的降维空间中，得

到求解时间系数 ai( t) 的常微分方程组，便可求得

时间系数 ai( t) ，最终得到 POD 的低阶模型。

2 数值模拟结果及 POD 分析

2. 1 数值模拟结果

图 2 和表 1 是通过上述计算模型得到的方柱绕

流非定常数值模拟的结果。

图 2 升阻力系数随无量纲化时间的变化曲线

表 1 方柱的计算结果与参考文献［8-9］的对比

参数 本文计算结果 文献［8］ 文献［9］

Cl，rms 0. 189 0 0. 189 7 0. 148 0

珔Cd 1. 655 1. 560 1. 510

St 0. 140 0. 160 0. 147

图 2 所示为方柱的升阻力系数时程曲线，其中

横坐标轴的无量纲化时间 t' = t × U0 /L，其中 U0 为

来流速度，L 为特征长度。由图中可以看出计算趋于

稳定以后升阻力系数随时间周期性变化，说明流场

发生了周期性波动，代表着方柱尾缘后的旋涡周期

性脱落过程。表1 为方柱的升力系数均方根值 Cl，rms、
阻力系数平均值 珔Cd 以及斯特劳哈数 St 的数值模拟

结果及文献中的结果对比。由对比结果可知，本文

的数值模拟结果和相关文献的结果十分接近，从而

证明了本文数值模拟方法的正确性与可靠性，这为

POD 方法对计算流场的分析研究提供了保证。
2. 2 POD 结果分析

图 3 所示为(8)式中矩阵 Ｒ 的特征值 λ i 按照从

大到小的顺序排列;此处仅显示了前 30 阶特征值。
图中横坐标为特征值的阶数 i，纵坐标是以对数坐标

形式表示的各阶所占总能量的比例 λ i /∑
60

i = 1
λ i。

图 3 各阶 POD 模态的能量分布

由图 3 可以看出，所计算出的特征值均成对出

现，而且一对特征值所占的能量基本相同。其中第

一对 POD 模 态 所 占 总 波 动 能 量 的 比 例 分 别 为

51. 62%与 44. 08%，而剩下的 POD 模态分别所占总

能量比例均不大于 2%。第二对 POD 模态则与相对

较低能量的高次谐波相关
［7］，而更高阶的 POD 模态

则是包含了流体运动中的更高次谐波。
根据之前 E(k)的定义可以得出前 2 阶 POD 模

态占总能量的比例为 95. 7%，一大部分的流动动能

均包含在前 2 阶模态当中;前 4 阶 POD 模态所占总

能量的比例已高达 99. 4%。由此可以看出前 4 阶

POD 模态已经完全可以抓住流场流动的主要特征，

因此本文仅给出前 4 阶 POD 模态的速度基函数图

像，并对前 4 阶 POD 的相关结果进行了初步分析以

及对非定常流场的重构。
图 4 分别给出了 POD 分析中所占能量比例较

·416·



第 4 期 王掩刚，等:基于 POD 方法的二维方柱低雷诺数绕流流场分析研究

高的前 2 个模对相应的时间系数 (a1，a2)、(a3，a4)

随无量纲化时间的变化曲线。从图中可以看出:时间

系数基本都是呈正余弦曲线的变化趋势，且每个模

对中 2 个时间系数的频率及振幅基本相同，其中时

间系数 a1、a2 的变化周期为旋涡脱落周期的 1 /2;由

图 5a) ～ 图 5c) 还可以得到每个模对的 2 个时间系

数相位差为 π /2 ，幅值随着模对阶数提高而减小，

但第一个模对的时间系数幅值占主导地位。据此，

可以推测:对于方柱绕流的尾迹旋涡流动，随着旋涡

的生成、发展和消亡，在微尺度上存在着多个相同频

率和幅值、但旋转相位有差异的对旋涡对(counter-
rotating vortex)。能量最大的第一阶涡对决定了尾

迹流动的波动频率和幅值，低能量的高阶涡对则影

响着流场的细微结构。

图 4 前 4 阶时间系数随时间 t'的变化

为了清楚地看到不同模对时间系数的相互关

系，图 5 给出了 POD 分析中前 3 个模对相应的时间

系数 ai 在 60 个时刻点相关的利萨如图形。不同的

时间系数合成轨迹为封闭的图形，且频率比满足如

下关系式:

fy
fx

=
nx

ny

式中: fx、fy 分别为 2 个信号的频率，nx、ny 分别为利

萨如图形的外切水平线和垂直线的切点数。从图

5d) ～ 图 5f) 可看出: a1、a4 的频率比值为 1 ∶ 2;a1、
a5 的频率比值为 1 ∶ 3;a4、a6 的频率比值为 2 ∶ 3。应
用利萨如图形在不同频率信号叠加时其形状与相位

关系可以得出:时间系数 a1 与 a4、a5 的等效相位差

均为 nπ /2(n = 1，3，5…)，而时间系数 a4 与 a5 的等

效相位差 nπ /4(n = 1，3，5，…)。
通过以上分析，得到了前 3 个模对中的 6 个时

间系数之间的频率及其相位关系。对于一个复杂的

旋涡流场来说，各阶旋涡波动共存，并且相互干涉。
通过获取各阶波动的关联关系，如果能够对相对较

低能量的波动实施干扰，控制流动细微结构，从而实

现旋涡运动的宏观改善，这对于复杂流动的主动控

制技术有一定的参考价值。

图 5 时间系数的利萨如图形

2. 3 基于 POD 结果的流场重构

基于上述分析，对于本文所研究的低雷诺数条

件下的方柱绕流，前 4 阶 POD 模态表征了绝大部分

的流场能量，为了做进一步验证，下文通过前 4 阶

POD 模态对流场进行了重构，并比较了不同阶数的

POD 模态对流场的重构效果。
图 6 和图 7 给出了应用 POD 方法构造的速度

分量前四阶 POD 基函数等值线云图。由图中可以

看到成对的相似模式和空间变化，这与方柱绕流尾

部典型旋涡脱落的对流特点有关。对于流向速度 u
而言，前 2 阶 POD 模态在横向出现了正负交替的反

对称涡核结构，流向则是正负交替的涡核;3 阶和 4

·516·



西 北 工 业 大 学 学 报 第 32 卷

阶 POD 模态在横向呈现对称结构，流向则出现正负

交替的涡核。对于横向速度 v 而言，前 2 阶 POD 模

态显示出横向完全对称，流向交替出现的涡核结构;

3、4 阶 POD 的模态则在横向表现为反对称，流向交

替出现的涡核结构。这一结果与 Van Oudheusden B
W 等

［3］、Ben Chiekh M 等
［7］

分析结果基本一致。

图 6 流向速度 u 的前 4 阶 POD 基函数等值线云图

图 7 横向速度 v 的前 4 阶 POD 基函数等值线云图

应用(10)式，根据平均流场 珚U，POD 基函数及

对应的时间系数重构方柱绕流尾迹流动结构，对比

不同 POD 阶数对原始流场的构建效果。图 8 为某

一时刻原始流场与用不同阶数 POD 模态重构结果

的速度等值线云图对比。从图中可以看出前文所分

析的前 4 阶 POD 模态对流场的重构结果与原始流

场差别很小，基本可以抓住流场的主要特征;同时随

着使用的 POD 模态阶数不断提高，对原始流场细微

结构的表达方面则更加清楚。此外，通过 POD 方法

该对特征区域一个周期内的不同时刻进行重构便可

以完整重现出旋涡生成与脱落的演化过程。

图 8 原始流场与不同阶数 POD 重构结果对比

3 结 论

本文的研究结果表明:

1) 应用本文的数值分析手段，捕捉到了方柱绕

流非定常流动特征，且与公开文献结果吻合较好。
2) 对于本文的研究对象，前 4 阶 POD 模态所

占波动总能量为 99. 4%，可以用于较准确描述其非

定常流场特征。
3) 各阶 POD 模态的时间系数之间都有明确的

频率与相位关系，其中能量最大的第一对 POD 模态

对方柱尾迹流动的波动频率和幅值起决定作用，这

对于流动分析控制有一定的参考价值。
4) 在所研究的雷诺数下，前 4 阶 POD 模态就

可以很好地重构流场，这对以后低阶模型的建立有

一定的指导意义。
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Analysis of Square Cylinder Unsteady Flow at Low
Ｒeynolds Number with POD Method

Wang Yangang，Chen Junxu，Xian Songchuan
(Department of Aero-Engines，Northwestern Polytechnical University，Xi'an 710072，China)

Abstract: Working on a two-dimensional simulation of flow around a square cylinder at Ｒeynolds number of 100，

first we obtained the POD reduced order model of the characteristic region of the flow field，then we acquired the
distribution of POD modes and temporal coefficients，and finally we reconstructed the original physical field on the
basis of the POD reduced order model． The results and their analysis show preliminary that:(1) according to the
numerical method applied in this paper，we captured the unsteady flow dynamic characteristics of flow around
square cylinder and the results are consistent with literature;(2) for the research object of this paper，the first four
POD modes，which accounted for 99. 4 percent of total energy fluctuations can describe the characteristics of the
unsteady flow field accurately;(3) the time coefficients of each POD mode have definite frequency and phase rela-
tionship，and the first pair of POD modes with the biggest energy decide the flow fluctuation frequency and ampli-
tude of square cylinder wake;(4) for the research of Ｒeynolds number in this paper，the first four POD modes can
reconstruct the flow field very well，providing certain significance for the future establishment of POD reduced order
model．

Key words: computer simulation，drag coefficient，flow fields，mathematical models，numerical methods，Ｒeyn-
olds number，unsteady flow; flow around a square cylinder，proper orthogonal decomposition(POD)，

reduced order model
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