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摘 要:基于三坐标测量的齿面网格节点偏差，经过三次 B样条拟合得到法向偏差曲面，通过理论齿
面与偏差曲面叠加构造斜齿实际齿面，推导了齿面法矢、齿面接触与边缘接触;编制了 1 套斜齿轮
TCA程序，能够对各种实际齿面进行 TCA仿真; 通过齿向和三维修形算例验证了方法的正确性，为斜
齿轮实际齿面接触分析提供了新方法。
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传统的渐开线圆柱齿轮在实际应用中缺乏容错

能力，易产生振动与破坏，因此高速重载齿轮广泛应

用了齿面修形技术，以点接触的修形齿面代替了线

接触的渐开线齿面，已广泛应用于航空、航海等高速

领域［1-3］。修形齿面的测量是修形技术的重要组成

部分。传统的齿面测量是在齿高中部和齿宽中部分

别测量齿向和齿廓形状，参照标准渐开线螺旋面获

得修形量和误差量，然而由于修形齿面的复杂性，这

样的测量方法已不能满足修形设计和加工要求。三

坐标测量技术曾经应用于螺旋齿锥齿轮等复杂齿

面，现已被借鉴应用于圆柱齿轮齿面测量。例如，航

空航海等重要应用场合的圆柱齿轮，精度高达 3 级，

对啮合性能的要求极高，修形齿面设计很复杂，必须

要建立基于齿面坐标测量( 包括修形和误差) 的实

际齿面模型，并进行啮合性能的仿真和分析，为修形

设计奠定理论基础。
齿轮接触分析即 Tooth Contact Analysis ( TCA)

技术已普遍应用于各种齿轮［4-10］，但斜齿轮修形齿

面的形成过程都是遵循传统机床加工原理( 基于传

统齿轮啮合理论，通过修形刀具，经过坐标变换获

得) ，所形成的齿面过于理论化，无法计算加工过程

中的不确定性误差。Zhang Y 等［11］用理论齿面与误

差曲面叠加构造了真实齿面，对准双曲面 TCA 做了

研究。孙殿柱［12］通过三次 Non-Uniform Ｒational B-
Splines( NUＲBS) 对测量实际弧齿锥齿轮齿面进行

拟合，提出了用零间隙法和相切法求解真实齿面啮

合点的方法。由于实际齿面已不能用理论齿面方程

表示，又无法脱离理论齿面，为此作者通过对齿面进

行了网格划分，获得基于三坐标测量的网格节点偏

差，经过双三次 B 样条拟合得到法向偏差曲面，与

理论齿面叠加构造斜齿轮实际齿面，推导其法矢，最

后以 1 对斜齿轮副，大轮为理论齿面( 无修形) ，小

轮用给定的不同的偏差曲面构造实际齿面，仿真了

齿轮副接触过程。

1 实际齿面构造

1. 1 实际齿面表达

实际齿面磨合后为光滑曲面，直接将采样的三

坐标数据通过 NUＲBS 拟合实际齿面，往往很难达

到高精度要求，而且这种数字化齿面进行 TCA 分析

时，迭代太多，计算效率较低，作者通过理论齿面与

法向偏差曲面叠加构造实际齿面。齿面偏差的整体

描述文献［13］做了介绍: 按照图 1a) 网格节点通过

三坐标测量获得齿面法向误差如图 1b) 。
实际齿面法矢和位矢表示如下:

Ｒ1r( u1，l1 ) = δ( u1，l1 ) n1( u1，l1 ) + Ｒ1( u1，l1 ) ( 1)

N1r (=
Ｒ1

u1

+ δ
u1

n1 +
n1( u1，l1 )
u1

)δ ×
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( Ｒ1

l1
+ δ
l1

n1 +
n1( u1，la1 )

l1
)δ ( 2)

式中: Ｒ1、n1 为理论齿面位矢及法矢; Ｒ1γ、n1γ 为实际

齿面位矢及法矢; δ 偏差量; ui、li 齿面参数，i = 1，2下

标“1”和“2”分别指主动小轮、被动大轮。

图 1 齿面网格与实际齿面的偏差

1. 2 偏差曲面拟合与实际齿面法矢计算

对于高精度齿轮，齿面偏差一般小于 50 μm，拟

合精度要求小于 1 μm。B 样条曲面由多片曲面片

光滑连接而成，为隐式表达式，曲面自由度较高，因

此采用双三次 B 样条对齿面网格节点偏差 m × n 个

数据进行拟合，样条曲面拟合算法见文献［14］，曲

面片表达式为:

δ'i，j( u，v) = 1
36 u3 u2 u[ ]1 MVi，jM

T

v3

v2

v













1

u = x
xi+1 － xi

， x∈［xi，xi+1］

v = y
yi+1 － yi

， y∈［yi，yi+1















 ］

( 3)

式中: ( xi，yi ) 为旋转投影面网格节点坐标，齿面 Vi，j

为控制点4 × 4子矩阵，i = 1…m － 1，j = 1…n － 1; M
为常量矩阵。

样条拟合的曲面边界是确定的，三坐标采样的

数据通常在边界之内，因此可通过对外插值，将矩形

网格边界数据延伸到整个齿面边界，这对反算的控

制矩阵影响很小，与边界相邻的曲面片变化很小，对

齿面内其他曲面片影响可以忽略不计，因此可保证

齿面接触分析的精度。
理论齿面用齿条刀具展成，拟合的偏差曲面

δ'( x，y) 为旋转投影面上数值，旋转投影面与理论

齿面关系:

x = Ｒ2
x + Ｒ2槡 y

y = Ｒz ( 4)

式中: Ｒx、Ｒy、Ｒz 分别为理论齿面位矢坐标分量。
求解实际齿面法矢时用到偏差曲面沿齿条刀具

参数( u1，l1 ) 方向的切矢，计算过程如下:

δ( u1，l1 )
u1

= δ'( x，y)

x
x
u1

+ δ'( x，y)

y
y
u1

( 5)

δ( u1，l1 )
l1

= δ'( x，y)

x
x
l1

+ δ'( x，y)

y
y
l1

( 6)

2 齿面接触分析

将小轮、大轮的齿面位矢及单位法矢表示于安

装坐标系中如图 2 所示，啮合过程中，两齿面连续相

切接触，在固定坐标系中，任意时刻两齿面都有公共

接触点，且公共接触点处都有公法线，即:

Mf1( 1 ) Ｒ1r( u1，l1 ) － Mf2( 2 ) Me2Ｒ2( u2，l2 ) = 0

L f1( 1 ) N1r( u1，l1 ) － L f2( 2 ) Le2n2( u2，l2 ) ={ 0

( 7)

取 1 为输入量，求解以 u1、l1、u2、l2、2 为未知

量的方程组，得到两齿面的 1 个接触点。

图 2 1 对齿轮啮合的坐标关系

式中: Me2 为大小轮轴线安装误差矩阵; Mfi、L fi 为齿

面动坐标系到固定坐标系的转化矩阵; 1、2 为小

轮、大轮转角; E、ΔE 为安装中心距及误差;

斜齿轮在啮入啮出时有边缘接触，包括齿侧边

缘接触和齿顶边缘接触，在接触点处，沿边缘的切线

与接触齿面在该点的法线垂直，小轮左右齿侧边缘

接触时 l1 为常数，接触方程为:

Mf1( 1 ) Ｒ1r( u1，l1 ) － Mf2( 2 ) Me2Ｒ2( u2，l2 ) = 0

L f1

Ｒ1r

u( )
1

·( L f2( 2 ) Le2n2( u2，l2 ) ) = 0 ( 8{ )

小轮齿顶边缘接触时，u1 为常数，接触方程为:
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Mf1( 1 ) Ｒ1r( u1，l1 ) － Mf2( 2 ) Me2Ｒ2( u2，l2 ) = 0

L f2

Ｒ1r

l( )
1

·( L f2( 2 ) Le2n2( u2，l2 ) ) ={ 0

( 9)

给定 1 可以解出相应的其他 4 个未知参数，确定接

触点。大轮边缘接触时，也可推到类似的方程。对

于每个瞬时接触点，可以分别确定相应的主曲率与

主方向，确定啮合印痕。传动误差表示被动齿轮实

际转角偏离理论转角之值，随主动齿轮转角的变化，

表达式为:

ψ( 1 ) = ( 2 － 0
2 ) － ( 1 － 0

1 )
N1

N2
( 10)

式中: 1
0、2

0 为小轮、大轮初始转角; N1、N2 为小

轮、大轮的齿数。
实际齿面 TCA 分析步骤如下所示:

1) 输 入 齿 轮 基 本 参 数 与 法 向 偏 差 量 点 阵

Pi，j( x，y，δ') ;

2) 展 成 理 论 齿 面 位 矢 Ｒ1( u1， l1 ) 及 法 矢

n1( u1，l1 ) ;

3) 双三次B样条拟合Pi，j 为偏差曲面 δ( u，v) ，

并拓扑曲面边缘;

4) 通过理论齿面参数( u1，l1 ) 求解旋转投影

面参数( x，y) ，并计算 x 对 u1、l1 偏导，y 对 u1、l1
偏导;

5) 归一化参数( x，y) ，确定参数( u，v) ，通过

δ( u，v) 确定及 δ' 并计算 δ' 对 x、y 偏导;

6) 求 解 真 实 齿 面 位 矢 Ｒ1γ( u1，l1 ) 及 法 矢

n1γ( u1，l1 ) ;

7) 求解 TCA 方程，计算齿面印痕及传动误差;

8) 是否超出边界，如未超出边界跳转至步骤

4) 。

3 实际齿面 TCA 仿真

以表 1 标准安装齿轮副为例，通过 matlab 软件

编写实际齿面 TCA 程序，将小轮齿面按照齿高、齿

向均匀划分为 9×15 个点阵，按照齿廓、齿向的四次

抛物修形曲线，其中 ab、cd 段为抛物线修形，bc 段为

不修区域( 见图 3a) 、图 3b) ) ，构造三坐标测量的法

向偏差点阵数据，经过双三次 B 样条拟合的三维修

形曲面如图 3c) 所示。单独的齿廓、齿向修形曲面

为二次柱面，鉴于篇幅，没有给出拟合曲面。图 4 为

齿向抛物线修形仿真结果，不修形区域为渐开线齿

面，接触路径沿节圆分布，修形段产生齿顶边缘接触

见图 4a) ，空载传动误差增大见图 4b) 。图 5 为三维

修形结果，沿齿廓、齿向方向 bc 区域为理论齿面，因

此齿面接触路径沿节圆分布，几何传动误差为 0，

ab、cd 修形区域印迹减少传动误差增大，且无边缘

接触，见图 5a) 、图 5b) ; 有安装误差时，接触路径偏

离节圆，几何传动误差基本不变，见图 5c) 、图 5d) ，

与文献［15］三维拓扑修形 TCA 仿真结果基本一致，

可验证方法正确性。图 6 为有螺旋线偏差时的 TCA
仿真结果，这里用沿齿向二次抛物线修形曲线代替

螺旋线偏差，见图 6a) ，可见有螺旋线偏差时，接触

过程为齿端边缘→齿面→齿顶边缘接触现象，见图

6b) ，传动误差曲线的非对称，见图 6c) ，将导致啮入

端或啮出端齿面偏载现象。图 4 ～ 图 6 齿面仿真结

果与文献［15］基本一致，可验证方法的正确性。
表 1 斜齿齿轮副参数

齿数 模数 /mm 压力角 / ( °) 螺旋角 / ( °) 齿宽 /mm

17 /44 6 20 24. 43 92

图 3 小轮双三次 B 样条拟合的偏差曲面与拟合误差
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图 4 齿向修形斜齿轮齿面印迹与传动误差 图 5 三维修形斜齿轮齿面印迹与传动误差

图 6 有螺旋线偏差的斜齿轮齿面印迹与传动误差

4 结 论

1) 通过齿面网格节点偏差点阵，经过三次 B 样

条拟合得到法向偏差曲面，与理论齿面叠加构造斜

齿轮实际齿面，推导其法矢，相对直接通过复杂曲面

拟合实际齿面进行 TCA 仿真，提高计算效率和拟合

精度，简化了实际齿面 TCA 计算。
2) 渐开线圆柱齿轮边缘接触对接触齿轮副的

重合度有很大影响，不可忽略，文中对齿顶、齿侧边

缘接触做了推导; 齿轮齿廓修形易产生齿端边缘接

触，齿向修形易产生齿顶边缘接触、三维修形可以有

效避免边缘接触。
3) 该方法可用于仿真各种加工误差和修形条

件下的齿面接触分析，为圆柱齿轮实际齿面接触分

析，提供了新的方法。
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Tooth Contact Analysis( TCA) of Ｒeal Helical Gear Tooth Surface

Jiang Jinke，Fang Zongde，Su Jinzhan
( Department of Mechanical Engineering，Northwestern Polytechnical University，Xi'an 710072，China)

Abstract: An approach application of gear meshing theory for calculating tooth working-surface contact，tooth edge
contact and normal vector of helical gear real tooth surface is proposed to improve the transmission properties of
drive gear． We represented the real tooth surface with a sum of two vector functions that determine the theoretical
tooth surface and the deviation surface fitted by 3 B splines based on tooth surface mesh data from 3-dimentional co-
ordinate measuring machine，and the normal vector of the deviation surface was deduced，having drawn up a set of
calculation procedures，which simulate TCA of the helical gear tooth with various deviation surfaces． The model is
proved to be correct when applied to gear drive of pinion with longitudinal and three-dimensional adding deviation
surfaces，and provides a new method for TCA of real helical gear tooth surface．

Key words: helical gear; deviation surface; real tooth surfaces; tooth contact analysis( TCA) ; tooth mesh; coordi-
nate measuring machines; 3 B splines
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