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摘　 要：研究了涡轮自带冠叶片在考虑叶冠间不同接触情况下的非线性振动响应。 建立了考虑相邻

叶冠间的分离和重新接触以及离心刚化效应的涡轮自带冠叶片的弹簧质量模型，并推导了其动力学

方程。 碰撞力采用更符合实际的线性弹簧和非线性弹簧的组合来进行建模，摩擦力则采用依赖速度

的指数型摩擦模型。 仿真结果表明，涡轮自带冠叶片可以表现出非常复杂的非线性现象，并且可以出

现周期 １、周期 ２、周期 ３、周期 ４ 和混沌运动。 间隙不对称会使自带冠叶片的运动更加复杂。
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　 　 叶冠装置是一种应用广泛的涡轮叶片干摩擦阻

尼器。 相邻叶冠的接触界面可能会出现黏滞、滑动

和分离，这导致接触力具有强非线性特性，深入研究

叶冠系统的振动特性具有重要的理论和工程价值。
国内外许多学者对自带冠叶片的非线性特性进

行了研究。 南国防等［１］ 用线性弹簧来模拟冠间接

触，采用 Ｓｇｎ 摩模拟摩擦力，对考虑非线性恢复力的

叶冠系统进行了分析。 单颖春和朱梓根［２］ 提出了

复杂接触运动下求解接触非线性摩擦力的数值轨迹

跟踪方法，并利用该方法对几种复杂接触运动下的

非线性摩擦力进行了计算。 Ｄｉｎｇ 和 Ｃｈｅｎ［３］ 提出了

一种确定带干摩擦阻尼系统稳态响应的分析方法。
武新华和李卫军［４］将自带冠叶片等效为弹簧－质量

模型； 冠间的接触碰撞简化为有间隙的弹簧－干摩

擦阻尼模型，建立了该结构的振动方程。 Ｌｉｕ 等［５］

提出了一种摩擦接触刚度模型来描述不同粗糙界面

和不同正压力下的摩擦力。 漆文凯和高德平［６］ 引

入整体－局部一体化滑动模型，提出了带摩擦阻尼

装置平板叶片的振动响应分析方法。
在本文的研究中，冠间接触刚度采用更符合实

际的线性弹簧和立方非线性弹簧来描述，摩擦力采

用适用于固体表面之间干摩擦接触状态下的一个指

数型的动态摩擦模型来模拟，考虑离心刚化效应的

影响，建立了考虑非线性弹簧和碰摩复合作用的自

带冠叶片的运动方程，研究了叶冠间隙和非线性刚

度比对自带冠叶片振动特性的影响。

１　 自带冠叶片碰摩模型以及动力学方

程的建立

航空发动机运行时，叶片处于高速旋转状态，叶
冠在气流激振力和叶盘旋转运动产生的离心力共同

作用下，会与相邻叶片的叶冠发生碰撞和摩擦，原理

如图 １ 所示。

图 １　 自带冠叶片碰摩原理示意图
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叶片工作状态下叶冠之间的碰摩是十分复杂

的，接触面法向运动会导致正压力的变化，切向运动

会导致接触表面处于黏滞或滑动状态。 定义叶片旋

转切向为 ｘ 方向，轴向为 ｙ 方向，径向为 ｚ 方向。 叶

冠之间的实际接触碰摩发生在三维方向上，ｙ 向的

位移很小，可忽略。 本文利用预应力来考虑离心刚

化效应的影响，获得了自带冠叶片的动频率。 在不

同的旋转速度 Ω下，ｘ向和 ｚ向的第一阶弯曲动频率

ｆｘ１ 和 ｆｚ１ 可以从有限元模型中获得，从而可以得到 ｆｘ１
和 ｆｚ１ 关于旋转速度Ω的曲线，如图 ２所示，用最小二

乘法拟合得到 ｆｘ１ 和 ｆｚ１ 关于旋转速度的方程，这样就

可以通过计算得到自带冠叶片在 ｘ 向和 ｚ 向的动态

刚度。 把自带冠叶片简化为如图 ３ 所示的弹簧－质
量模型，则自带冠叶片的运动方程为

图 ２　 一阶弯曲动频率关于旋转速度的曲线和其拟合曲线

图 ３　 自带冠叶片的质量－弹簧模型

ｍｘ̈ ＋ ｃ１ ｘ̇ ＋ ｋ１ｘ ＝ Ｑ（ ｔ） － Ｆ１（ ｔ，ｘ，ｚ，ｘ̇，ｚ̇，Δ１，Δ２）
ｍｚ̈ ＋ ｃ２ ｚ̇ ＋ ｋ２ｚ ＝ Ｆ２（ ｔ，ｘ，ｚ，ｘ̇，ｚ̇，Δ１，Δ２）

{
（１）

Ｆ１（ ｔ，ｘ，ｚ，ｘ̇，ｚ̇，Δ１，Δ２） 和 Ｆ２（ ｔ，ｘ，ｚ，ｘ̇，ｚ̇，Δ１，Δ２） 是由

于叶冠之间的碰摩作用产生的非线性作用力，Ｑ（ ｔ）
为气流激振力

Ｑ（ ｔ） ＝
ｆ０ ＋ ｆ１ｓｉｎ（ ｌΩｔ） ＋ ｆ２ｓｉｎ（２ｌΩｔ） ＋
　 　 ｆ３ｓｉｎ（３ｌΩｔ） ＋ … ＋ ｆｎｓｉｎ（ｎｌΩｔ）
　 　 　 　 　 ０

ì

î

í

ï
ï

ïï

（２）
其频率 ｆｅ 是叶盘旋转频率 ｆｒ 的 ｌ 倍，ｌ 是转子叶片前

障碍物的数量［７］，ｆ０ 是与时间无关的常数，ｆｎ 是第 ｎ
次谐波的幅值，ｎ ＝ １，２，３，…，Ω 为叶盘的旋转角频

率，在本文的研究中，我们只取一次谐波成分且 ｌ ＝
２，则 ｆｅ ＝ ２ｆｒ。 冠间接触面结构示意图如图 ４ 所示，
其中 ｆτ 为两叶冠接触面上的摩擦力，Ｎ 为接触面正

压力，α 为叶冠碰撞接触角，Δ１ 和 Δ２ 为接触面间初

始的法向间隙。 考虑接触面分离和重新接触的情况

下，接触刚度用线性弹簧和立方非线性弹簧同时来

表示比较符合实际［８］。 发动机工作时，相邻叶冠之

间的法向运动导致相邻接触面之间出现分离状态和

重新接触状态，因此在本文的研究中碰撞接触刚度

同时用线性弹簧 ｋｃ 和立方非线性弹簧 ｋＮＬ
ｃ 来表示，

则接触碰撞力 Ｎ 可以表示为

图 ４　 冠间接触结构示意图

Ｎ ＝

－ ｋｃ（ｘｓｉｎα － ｚｃｏｓα ＋ Δ１） － ｋＮＬ
ｃ （ｘｓｉｎα －

　 ｚｃｏｓα ＋ Δ１） ３，ｘｓｉｎα ＋ ｚｃｏｓα ＜ － Δ１

０，　 　 　 　 　 　 － Δ１ ≤ ｘｓｉｎα － ｚｃｏｓα ≤ Δ２

－ ｋｃ（ｘｓｉｎα － ｚｃｏｓα － Δ２） － ｋＮＬ
ｃ （ｘｓｉｎα －

　 ｚｃｏｓα － Δ２） ３，ｘｓｉｎα ＋ ｚｃｏｓα ＞ Δ２

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（３）
本文的摩擦模型采用适用于固体表面之间干摩擦接

触状态下的一个指数型的动态摩擦模型，如图 ５ 所

示，其系数方程为［９］

μｖｒｅｌ
＝ μｍ ＋ （μｓ － μｍ）ｅ

－β｜ ｖｒｅｌ｜ （４）
μｍ 为最小动摩擦因数，μｓ 为最大静摩擦因数，β为控

制系数曲线下降率的设计参数，ｖｒｅｌ 为叶冠接触面之

间切向的相对速度，ｖｒｅｌ ＝ ｘ̇ｃｏｓα ＋ ｚ̇ｓｉｎα。
根据图 ４，摩擦力 ｆτ 可以写作

·９０３·
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图 ５　 摩擦因数关于相对速度的指数型曲线

ｆτ（ｖｒｅｌ） ＝ － μｖｒｅｌ ｜ Ｎ ｜ （ｖｒｅｌ ＞ ０）

ｆτ（ｖｒｅｌ） ＝ μｖｒｅｌ ｜ Ｎ ｜ （ｖｒｅｌ ＜ ０）

－ μｓ ｜ Ｎ ｜ ≤ ｆτ（ｖｒｅｌ） ≤ μｓ ｜ Ｎ ｜ （ｖｒｅｌ ＝ ０）

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（５）

根据图 ４ 和（３） ～ （５）式，将碰撞力和摩擦力分别向

ｘ 向和 ｚ 向分解，方程（１）可以写作：
ｍｘ̈ ＋ ｃ１ ｘ̇ ＋ ｋ１ｘ ＝ Ｎｓｉｎα ＋ ｆτｃｏｓα ＋ ｆ１ｓｉｎ（ ｌΩｔ）
ｍｚ̈ ＋ ｃ２ ｚ̇ ＋ ｋ２ｚ ＝ Ｎｃｏｓα ＋ ｆτｓｉｎα

{
（６）

引入 ｗ２
ｘ ＝

ｋ１

ｍ
，ｗ２

ｚ ＝
ｋ２

ｍ
，ε１ ＝

ｃ１
２ｍｌΩ

，ε２ ＝
ｃ２

２ｍｌΩ
，η１ ＝

Ω
ωｘ

，

η２ ＝ Ω
ωｚ

，Ｋ ＝
Δ２

Δ１
，Ｘ１ ＝ ｘ

Δ１
，Ｘ２ ＝ ｚ

Δ１
，τ ＝ ｌΩｔ，（∗） ′ ＝

ｄ∗
ｄτ

，γ１ ＝
ｋｃ

ｋ１
，γ２ ＝

ｋＮＬ
ｃ Δ２

１

ｍ（ ｌΩ） ２，􀭰ｆ１ ＝
ｆ１

ｍΔｍ１（ ｌΩ） ２，Ｘｒ１ ＝

Ｘ１ｓｉｎα － Ｘ２ｃｏｓα ＋ １，Ｘｒ２ ＝ Ｘ１ｓｉｎα － Ｘ２ｃｏｓα － Ｋ，􀭰ｖｒｅｌ ＝

Ｘ′１ｃｏｓα ＋ Ｘ′２ｓｉｎα，􀭺Ｎ ＝ Ｎ
ｍΔ１（ ｌΩ） ２，􀭰ｆτ ＝

ｆτ
ｍΔ１（ ｌΩ） ２。

方程（６）简化为无量纲化方程得到

Ｘ″１ ＋ ２ε１Ｘ′１ ＋ １
（ ｌη１） ２Ｘ１ ＝ 􀭺Ｎｓｉｎα ＋

　 　 􀭰ｆτｃｏｓα ＋ 􀭰ｆ１ｓｉｎ（τ）

Ｘ″２ ＋ ２ε１Ｘ′２ ＋ １
（ ｌη１） ２Ｘ２ ＝ 􀭺Ｎｃｏｓα ＋ 􀭰ｆτｓｉｎα

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

（７）

并且无量纲化的正压力 􀭺Ｎ 可以写作

􀭺Ｎ ＝

－
γ１

（ ｌη１） ２Ｘｒ１ － γ２（Ｘｒ１） ３，Ｘｒ１ ＜ ０

０， － １ ≤ Ｘ１ｓｉｎα － Ｘ２ｃｏｓα ≤ Ｋ

－
γ１

（ ｌη１） ２Ｘｒ２ － γ２（Ｘｒ２） ３，Ｘｒ２ ＞ ０

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（８）

无量纲化的摩擦力 􀭰ｆτ 可以写作

􀭰ｆτ（􀭰ｖｒｅｌ） ＝ － μ􀭰ｖｒｅｌ ｜ 􀭺Ｎ ｜ （􀭰ｖｒｅｌ ＞ ０）

􀭰ｆτ（􀭰ｖｒｅｌ） ＝ μ􀭰ｖｒｅｌ ｜ 􀭺Ｎ ｜ （􀭰ｖｒｅｌ ＜ ０）

－ μｓ ｜ 􀭺Ｎ ｜ ≤ 􀭰ｆτ（􀭰ｖｒｅｌ） ≤ μｓ ｜ 􀭺Ｎ ｜ （􀭰ｖｒｅｌ ＝ ０）

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（９）

方程（７）是考虑了非线性弹簧和碰摩复合作用的带

冠叶片的无量纲化的耦合运动方程，采用龙格库塔

法计算叶冠在不同接触运动状态下的振动特性。

２　 数值模拟

作为一个算例，自带冠叶片的材料参数和几何

参数可以取为：杨氏模量 Ｅ ＝ ２．１×１０１１ Ｐａ，密度 ρ ＝
７ ８００ ｋｇ ／ ｍ３，叶片长度 Ｌ＝ ０．１５ ｍ，叶片宽度 ｂ＝ ０．０３
ｍ，叶片厚度 ｈ＝ ０．００４ ｍ，黏性阻尼系数 ｃ ＝ ４ Ｎｓ ／ ｍ，
叶冠质量 ｍ＝ ０．０３７ ４ ｋｇ， 动态刚度 ｋ１ ＝ ｍ（２πｆｘ１） ２，
ｋ２ ＝ ｍ（２πｆｚ１） ２，μｓ ＝ ０．５，μｍ ＝ ０．３，β ＝ ０．５ ｓ ／ ｍ，α ＝
π
３
，ｆ１ ＝ ２０ Ｎ。 线性接触刚度 ｋｃ 等于自带冠叶片 ｘ向

弯曲的动刚度 ｋ１
［１０］，则 γ１ ＝ １。 在本文的研究中，选

取旋转自带冠叶片 ｘ向的共振频率，即 ｘ向的动频率

ｆｘ１ 与气流激振力 ｆｅ 的交点， 则 Ω ＝ ３ １５３．２ ｒ ／ ｍｉｎ。
２．１　 非线性刚度比对振动响应的影响

在本节的研究中，Ｋ ＝ １，间隙为 Δ１ ＝ Δ２ ＝ ０．０２
ｍ。 图 ６ 显示了非线性刚度比对振动响应的影响。

图 ６　 无量纲化位移关于非线性刚度比 γ２ 的分岔图

从图 ６ 可以看出，自带冠叶片在不同的非线性

刚度比下会出现周期１、周期２、周期３和混沌运动。
图 ７ ～ 图 １０ 显示了自带冠叶片在不同非线性刚度

比下的振动响应。 非线性刚度比γ２ ＝ ０．２时，出现周

期 １运动，参考图 ７，从频谱分析可以看出，此时位移

响应，碰撞力和摩擦力均出现激振频率 ｆｅ 的高次奇

谐波 ３ｆｅ，５ｆｅ，７ｆｅ 等。 图 ８ 和图 １０ 分别显示了自带冠

叶片的周期２和周期３运动。 周期２和周期３运动分

别出现在非线性刚度比 γ２ ＝ ０．３５，１．２ 时，从频谱分

析可以看出，此时位移响应、碰撞力和摩擦力均出现

激振频率 ｆｅ 的次谐波和一些高次谐波 ｆｅ，３ｆｅ 等。 在

·０１３·
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γ２ ＝ １．２ 时，出现周期 ３ 运动的原因是存在一个碰摩

周期是激振力周期的 ３ 倍。 图 ９ 显示了自带冠叶片

的混沌运动，庞加莱截面上出现有分形结构的密集

点，且频谱图上有连续谱出现。

图 ７　 自带冠叶片振动响应（γ２ ＝ ０．２）

图 ８　 自带冠叶片振动响应（γ２ ＝ ０．３５）

·１１３·
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图 ９　 自带冠叶片振动响应（γ２ ＝ ０．８）

图 １０　 自带冠叶片振动响应（γ２ ＝ １．２）

２．２　 间隙对振动响应的影响

１） 对称间隙： Ｋ ＝ １，γ２ ＝ １．５。 图 １１ 和图 １２ 显

示了间隙对振动响应的影响。 从图 １１ 和图 １２ 可以

看出，自带冠叶片在不同的间隙下会出现周期 １，周
期 ３ 和混沌运动。 混动运动出现在被一定范围的 ｐ
周期运动分离开的特定的间隙范围（ｐ ＝ １，３）。

２） 非对称间隙：Δ１ ＝ ０．１ ｍｍ，γ２ ＝ １．５。 图１３和

图 １４ 显示了间隙比 Ｋ 对振动响应的影响。 从图 １３
和图 １４ 可以看出随着间隙比变化，自带冠叶片会出

现周期１，周期２，周期４和混沌运动。 在Ｋ ＝ １ 时，自
带冠叶片为周期运动（见图 １１），可见间隙不对称会

导致自带冠叶片的运动更加复杂。
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图 １１　 位移关于间隙 Δ１ 的分岔图及其放大图

图 １２　 不同间隙 Δ１ 下的相平面图

图 １３　 位移关于间隙比的分岔图

图 １４　 不同的间隙比 Ｋ 下的相平面图

３　 结　 论

本文考虑了涡轮自带冠叶片间分离和重新接触

以及离心刚化效应的影响，推导了考虑非线性弹簧

和碰摩复合作用的自带冠叶片的动力学方程，分析

了叶冠间隙和非线性刚度比对自带冠叶片振动特性

的影响。 主要结论如下：
１） 自带冠叶片在不同的非线性刚度比和间隙

比下会出现周期 １，周期 ２，周期 ３ 和混沌运动。
２） 对称间隙下，随着间隙变化，自带冠叶片会

出现周期 １，周期 ３ 和混沌运动。
３） 自带冠叶片出现周期 ｐ（ｐ ＝ １，２，３））运动的

原因是存在一个碰摩周期是激振力周期的 ｐ 倍。
４） 间隙不对称会导致自带冠叶片的运动更加

复杂。 混动运动出现在被一定范围的 ｐ 周期运动分

离开的特定的参数范围。
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