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摘　 要：针对变体飞机在变形过程中气动参数变化剧烈，气动数据模型复杂、高阶且含有强非线性这

些特性，提出了一种采用多元样条函数对变体飞机气动参数进行建模和估计的方法，解决了变体飞机

非对称变形过程的气动力建模问题。 首先给出了基于多元样条函数模型结构的变体飞机气动系数模

型，该模型能够描述任意对称和非对称的气动力情况；然后详细介绍了多元单形样条函数参数估计流

程并推导了具体公式；最后通过误差分析确定了最终模型结构，并通过坐标转换得到总体坐标系中的

气动参数多项式模型。 结果表明，该方法无需预知变形相关的气动参数具体模型结构，能够得到准确

描述任意对称和非对称变形状态下的变体飞机气动力模型。
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　 　 变体飞机能够主动改变气动外形以适应不同的

飞行环境或飞行任务。 经过研究，变后掠飞机的非

对称变形有利于提高飞机的抗扰动能力（比如抗侧

风能力），能够更有效地完成任务规划。 相比之下，
折叠机翼变体飞机的变形量更大，更加有利于提高

飞机的机动性和敏捷性，提高飞机的综合性能。 因

此有必要专门针对非对称变形引起的气动力和动力

学响应特性进行研究。 详细的气动模型在飞行仿真

和控制系统设计中占据着非常重要的作用，变体飞

机变形过程中气动特性更加复杂，因此，如何建立精

准的气动力数学模型至关重要。 变形过程中气动参

数呈现强烈的非线性［１⁃５］，尤其是在非对称变形时，
又会至少增加一个变形参数，气动参数的变化规律

显得更为复杂和难以描述，气动数据模型复杂、高阶

且含有强非线性。 目前针对变体飞机的研究文献中

在进行气动力建模时多以数据插值的方法求解连续

变形状态的气动力［６⁃８］。 该方法不能得知变形参数

与气动系数之间的具体函数关系，计算精度也难以

保证，无法得到变形过程的高精度气动模型。
常用的气动力数学模型有线性气动模型和多项

式模型。 其中多项式模型是线性模型的直接推广，
在一定范围内能够较好地描述非线性效应，但其近

似能力很大程度受限于阶次选取。 于是学者们又发

明了多项式样条函数，可以用低阶项很好地逼近各

种非线性，通过增加节点数增加多项式段数，从而提

高近似能力［９］。 文献［１０］采用多项式样条函数研

究轻型飞机在失速、过失速区的气动力数学模型。
多项式样条函数模型与多项式模型一样需要预设模

型阶次，选择不合适仍然会有较大误差，且无法拟合

散乱数据［９］。 近年来，学者们研究了一种由伯恩斯

坦多项式组成的多元样条函数［１１⁃１３］，并将该方法用

于参数辨识［１４⁃１５］。 研究表明，该方法用于飞行器气

动辨识能够得到高精度的气动力模型［１６⁃１８］。
本文提出了一种采用多元样条函数理论进行变

体飞机气动力建模的方法。 该方法无需预判具体模

型结构，通过数据拟合直接得到了变形参数和气动

系数之间的具体函数关系，能够得到详细描述变体

飞机任意对称和非对称变形状态下的气动力模型。

１　 多元样条函数基础理论

本节简要介绍多元样条函数基础理论［１３⁃１４，１９］。
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１．１　 质心坐标系

单形是组成多元样条函数的基本单元。 例如，
二元单形是一个三角形，三元单形一个是四面体。 ｎ
元单形 ｔ 由（ｎ ＋ １） 个顶点连接组成，描述如下：

ｔ ＝ 〈ｖ０，ｖ１，…，ｖｎ〉 （１）
　 　 与单形固连的局部坐标系称为质心坐标系。 质

心坐标系上的每一个点 ｘ ＝ （ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ） 都可以由

单形 ｔ 的顶点按权重线性相加得到，描述如下：

ｘ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ ０
ｂｉｖｉ，　 ∑

ｎ

ｉ ＝ ０
ｂｉ ＝ １ （２）

　 　 ｎ 元单形 ｔ 中任何一点的质心坐标 ｂ（ｘ） ＝ （ｂ０，
ｂ１，…，ｂｎ） 可由下式计算得到：
ｂ１

ｂ２

︙
ｂｎ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＝ ［（ｖ１ － ｖ０）　 （ｖ２ － ｖ０）　 …（ｖｎ － ｖ０）］
－１·

　 （ｘ － ｖ０） ＝ Λ（ｘ － ｖ０） （３）

ｂ０ ＝ １ － ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｂｉ （４）

１．２　 样条函数和样条空间

三角测量 Γ是将一个区域划分为 Ｊ 个非交叉相

连的单形，描述如下：

Γ： ＝∪
Ｊ

ｉ ＝ １
ｔｉ，　 ｔｉ ∩ ｔ ｊ ∈ ｛ø，􀭴ｔ｝，　 ∀ｔｉ，ｔ ｊ ∈ Γ （５）

式中，边缘单形 􀭴ｔ 为 ｋ 元单形，０ ≤ ｋ ≤ ｎ － １。
给定一个区域通过三角测量得到 Ｊ 个单形，每

一个单形 ｔ ｊ 均可由维度为 ｄ的多项式 ｐｔ ｊ（ｘ） 描述，按
照预设连续条件组合成多元样条函数 ｓ（ｘ） ：

ｓ（ｘ） ＝ ∑
Ｊ

ｊ ＝ １
δ ｊ（ｘ）ｐｔ ｊ（ｘ），　 δ ｊ（ｘ） ＝

１，　 ｘ ∈ ｔ ｊ
０，　 ｘ ∉ ｔ ｊ

{
（６）

　 　 样条空间是指在三角测量 Γ 区域内，给定维度

ｄ 和连续阶数 Ｃｒ 的所有样条函数 ｓ 的集合。

Ｓｒ
ｄ（Γ）： ＝ ｛ ｓ ∈ Ｃｒ（Γ）：ｓ

ｔ
∈ Ρｄ，∀ｔ ∈ Γ｝

（７）
式中， Ρｄ 指所有维度为 ｄ 的多项式集合。
１．３　 Ｂ⁃ｆｏｒｍ

质心坐标 ｂ（ｘ） ＝ （ｂ０，ｂ１，…，ｂｎ） 写成维度为 ｄ
的伯恩斯坦多项式形式如下：

Ｂｄ
κ（ｂ（ｘ）） ＝ ｄ！

κ０！ κ１！ …κｎ！
ｂκ０
０ ｂκ１

１ …ｂκｎ
ｎ （８）

　 　 多元系数 κ 定义如下：

κ ＝ （κ０，κ１，…，κｎ） ∈ Ｎｎ＋１ （９）
　 　 κ 的 １ － 范数为：

｜ κ ｜ ＝ κ０ ＋ κ１ ＋ … ＋ κｎ ＝ ｄ，ｄ ≥ ０ （１０）
　 　 κ 的阶乘定义如下：

κ！ ＝ κ０！ κ１！ …κｎ！ （１１）
　 　 κ 的所有组合按照词典排序法排序，排列顺序

如下：
κ ∈ ｛（ｄ，０，０，…，０），（ｄ － １，１，０，…，０），
　 （ｄ － １，０，１，…，０），…，（０，…，０，１，ｄ － １），
　 （０，…，０，０，ｄ）｝ （１２）

　 　 κ 的所有组合数量 ｄ^ 为：

ｄ^ ＝ （ｄ ＋ ｎ）！
ｎ！ ｄ！

（１３）

　 　 给定三角测量 Γ，任何多项式均可写成如下

形式：

ｐｔ ｊ（ｂ（ｘ）） ＝ ∑
｜ κ｜ ＝ ｄ

Ｂｄ
κ（ｂ（ｘ））ｃｔ ｊκ （１４）

　 　 （１４）式即为多元样条函数的 Ｂ⁃ｆｏｒｍ 形式， ｃｔ ｊκ 为
Ｂ⁃系数。

Ｂ⁃系数可以描述为以下矢量形式：
ｃｔ ｊ ＝ ［ｃｔ ｊκ］ ｜ κ｜ ＝ ｄ ∈ Ｒｄ^ ×１ （１５）

　 　 基本多项式按照 κ 的组合排列可描述为矢量

形式：
Ｂｄ

ｔ ｊ（ｂ（ｘ）） ＝ ［Ｂｄ
κ（ｂ（ｘ））］ ｜ κ｜ ＝ ｄ ∈ Ｒ１×ｄ^ （１６）

　 　 根据（１５）和（１６）式，（１４）式的矢量形式可以描

述如下：
ｐｔ ｊ（ｂ（ｘ）） ＝ Ｂｄ

ｔ ｊ（ｂ（ｘ））ｃ
ｔ ｊ （１７）

　 　 Ｂ⁃系数的全局矢量 ｃ 描述如下：
ｃ ＝ ［ｃｔ１Ｔ 　 ｃｔ２Ｔ 　 …　 ｃｔＪＴ］ Ｔ ∈ ＲＪ·^ｄ×１ （１８）

　 　 基本多项式的全局矢量描述如下：
Ｂｄ（ｂ（ｘ）） ＝ ［Ｂｄ

ｔ１（ｂ（ｘ））　 Ｂｄ
ｔ２（ｂ（ｘ））　 …　

　 Ｂｄ
ｔＪ（ｂ（ｘ））］ ｜ κ｜ ＝ ｄ ∈ Ｒ１×Ｊ·^ｄ （１９）

　 　 根据（６）和（１７）式，１ 组观测值 （ｘ（ ｉ），ｙ（ ｉ））
可以用 Ｂ⁃ｆｏｒｍ 多项式来描述如下：

ｙ（ ｉ） ＝ ∑
Ｊ

ｊ ＝ １
Ｂｄ

ｔ ｊ（ｂ（ｘ（ ｉ）））ｃ
ｔ ｊ ＋ ε（ ｉ） （２０）

根据（１８）和（１９）式，（２０）式的矢量形式可以描述

如下：
ｙ（ ｉ） ＝ Ｂｄ（ｂ（ｘ（ ｉ）））ｃ ＋ ε（ ｉ） ＝ Ｘ（ ｉ）ｃ ＋ ε（ ｉ）

（２１）
　 　 综上，对于所有观测值，样条函数的线性回归模

型描述如下：
Ｙ ＝ Ｘｃ ＋ ε ∈ ＲＮ×１ （２２）

·２１２·
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１．４　 连续条件

通过三角测量在给定区域得到 Ｊ 个单形，各单

形之间相邻边缘之间的连续性通过连续条件来约

束。 给定连续阶数为 Ｃｒ 时，每个相邻边缘的连续条

件个数 Ｒ 按下式计算得到：

Ｒ ＝ ∑
ｒ

ｍ ＝ ０

（ｄ － ｍ － ｎ － １）！
（ｎ － １）！ （ｄ － ｍ）！

（２３）

　 　 定义 Ｈ 为平滑矩阵，可以得到全局区域内的连

续条件方程：
Ｈｃ ＝ ０， Ｈ ∈ ＲＲ·Ｅ×Ｊ·^ｄ （２４）

式中， Ｊ 为单形个数，Ｅ 为单形的相邻边缘个数，ｄ^ 和

Ｒ 分别由（１３）和（２３）式得到。

２　 基于多元样条函数的气动力模型

２．１　 几何模型

以某型折叠机翼变体飞机为例，折叠段可以单

独向上折叠 １２０°，同时外段机翼始终保持水平，外
形如图 １ 所示，各翼段的主要几何参数如表 １ 所示。

图 １　 折叠机翼变体飞机模型平面图

表 １　 各翼段的主要几何参数

几何参数 机身段 折叠段 外段

翼段展长 ／ ｍ ０．３０ ０．３０ ０．５５

参考面积 ／ ｍ２ ０．２１８ ０．１３１ ０．１６５

根弦长 ／ ｍ ０．９００ ０．７２５ ０．４６８

梢弦长 ／ ｍ ０．７２５ ０．４６８ ０．２１７

前缘后掠角 ／ （°） ３５ ３５ ３５

２．２　 气动力模型

研究结果表明，在变形速率不大时，变体飞机的

气动力可忽略非定常效应，按准定常计算［８，２０］。 变

体飞机的气动力仅受飞机当前的气动外形和飞行状

态影响。 稳定轴系绕自身横轴转动 α（迎角）角度

与体轴系重合，稳定轴系上气动力和力矩系数分别

是：升力系数 ＣＬ，阻力系数 ＣＤ，侧力系数 ＣＹ，滚转力

矩系数 Ｃ ｌ，俯仰力矩系数 Ｃｍ，偏航力矩系数 Ｃｎ。 体

轴系上的气动力和力矩计算公式如下：
ＦＡ，ｘ ＝ ＱＳｗ（ＣＬｓｉｎα － ＣＤｃｏｓα）
ＦＡ，ｙ ＝ ＱＳｗＣＹ

ＦＡ，ｚ ＝ ＱＳｗ（ － ＣＤｓｉｎα － ＣＬｃｏｓα）
ＬＡ ＝ ＱＳｗｂｗ（Ｃ ｌｃｏｓα － Ｃｎｓｉｎα）
ＭＡ ＝ ＱＳｗｃＡＣｍ

ＮＡ ＝ ＱＳｗｂｗ（Ｃｎｃｏｓα ＋ Ｃ ｌｓｉｎα） （２５）

式中， Ｑ ＝ １
２
ρＶ２ 为动压；ρ 为空气密度；Ｖ为空速；Ｓｗ

为全机机翼参考面积；ｃＡ 为全机机翼参考平均气动

弦长；ｂｗ 为全机机翼参考翼展。
在非对称变形过程中或变形完成后非对称飞行

时，还会产生附加侧力 Ｆｕ，ｙ、滚转力矩 Ｌｕ 和偏航力矩

Ｎｕ，它们是变形参数 μ ＝ ［μ １ μ ２］ Ｔ 的函数［２１］。 本

文引入 ３ 个非对称变形引起的气动参数：附加侧力

系数 ＣＹｕｒ、滚转力矩系数 Ｃ ｌｕｒ 和偏航力矩系数 Ｃｎｕｒ ，
定义如下：

ＣＹｕｒ ＝
Ｆｕ，ｙ

（ＱＳｗ）

Ｃ ｌｕｒ ＝
Ｌｕ

（ＱＳｗｂｗ）

Ｃｎｕｒ ＝
Ｎｕ

（ＱＳｗｂｗ）
（２６）

　 　 变体飞机变形过程的气动系数线性化模型

如下：
ＣＬ ＝ ＣＬ０ ＋ ＣＬα·α ＋ ＣＬδｅ·δｅ
ＣＤ ＝ ＣＤ０ ＋ Ｃｄｉ·Ｃ２

Ｌ

ＣＹ ＝ ＣＹβ·β ＋ ＣＹδｒ·δｒ ＋ ＣＹｕｒ·ＣＬ

Ｃ ｌ ＝ Ｃ ｌβ·β ＋ Ｃ ｌδａ·δａ ＋ Ｃ ｌδｒ·δｒ ＋
　 Ｃ ｌ􀭰ｐ·􀭰ｐ ＋ Ｃ ｌ􀭰ｒ·􀭰ｒ ＋ Ｃ ｌｕｒ·ＣＬ

Ｃｍ ＝ Ｃｍ０ ＋ Ｃｍα·α ＋ Ｃｍδｅ·δｅ ＋

　 Ｃｍ􀭰ｑ·􀭰ｑ ＋ Ｃｍα̇·α̇
Ｃｎ ＝ Ｃｎβ·β ＋ Ｃｎδａ·δａ ＋ Ｃｎδｒ·δｒ ＋
　 Ｃｎ􀭰ｐ·􀭰ｐ ＋ Ｃｎ􀭰ｒ·􀭰ｒ ＋ Ｃｎｕｒ·ＣＬ （２７）

式中， β 为侧滑角；α̇ 为无量纲迎角变化率；􀭰ｐ，􀭰ｑ 和 􀭰ｒ
分别为无量纲滚转、俯仰和偏航角速度；δ ａ，δ ｅ 和 δ ｒ

·３１２·
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分别为副翼、升降舵和方向舵偏角；ＣＬ０ 为基本升力

系数；ＣＬα 和 ＣＬδｅ 分别为升力系数对迎角和升降舵偏

角的导数；ＣＤ０ 和 Ｃｄｉ 分别为零升阻力系数和升致阻

力系数；ＣＹβ 和 ＣＹδｒ 分别为侧力系数对侧滑角和方向

舵偏角的导数；Ｃ ｌβ，Ｃ ｌδａ，Ｃ ｌδｒ，Ｃ ｌ􀭰ｐ 和 Ｃ ｌ􀭰ｒ 分别为滚转力

矩系数对侧滑角、副翼偏角、方向舵偏角、无量纲滚

转角速度和无量纲偏航角速度的导数；Ｃｍ０ 为零升

俯仰力矩系数；Ｃｍα，Ｃｍδｅ，Ｃｍ􀭰ｑ 和 Ｃｍα̇ 分别为俯仰力矩

系数对迎角、升降舵偏角、无量纲俯仰角速度和无量

纲迎角变化率的导数；Ｃｎβ，Ｃｎδａ，Ｃｎδｒ，Ｃｎ􀭰ｐ 和 Ｃｎ􀭰ｒ 分别

为偏航力矩系数对侧滑角、副翼偏角、方向舵偏角、
无量纲滚转角速度和无量纲偏航角速度的导数。
２．３　 多元样条函数表达形式

当变体飞机在变形过程中保持小迎角和小侧滑

角状态时，仍可用形如（２７）式的线性气动模型表达

当前状态的气动模型。 其中的每一个气动参数都是

变形参数的非线性函数，参数模型结构未知。 本文

所示变体飞机的变形参数 μ ＝ ［μ １ μ ２］ Ｔ 有 ２ 个变

量，因此为二元样条函数模型。 在建模过程中，将每

一个气动参数都视为一个样条函数模型进行建模，
于是可得变体飞机气动系数样条函数模型最终表达

形式如下：
ｓ１ ＝ ｓ１１（μ１，μ２） ＋ ｓ１２（μ１，μ２）·α ＋
　 ｓ１３（μ１，μ２）·δｅ
ｓ２ ＝ ｓ２１（μ１，μ２） ＋ ｓ２２（μ１，μ２）·Ｃ２

Ｌ

ｓ３ ＝ ｓ３１（μ１，μ２）·β ＋ ｓ３２（μ１，μ２）·δｒ ＋
　 ｓ３３（μ１，μ２）·ＣＬ

ｓ４ ＝ ｓ４１（μ１，μ２）·β ＋ ｓ４２（μ１，μ２）·δａ ＋
　 ｓ４３（μ１，μ２）·δｒ ＋ ｓ４４（μ１，μ２）·􀭰ｐ ＋
　 ｓ４５（μ１，μ２）·􀭰ｒ ＋ ｓ４６（μ１，μ２）·ＣＬ

ｓ５ ＝ ｓ５１（μ１，μ２） ＋ ｓ５２（μ１，μ２）·α ＋ ｓ５３（μ１，μ２）·δｅ ＋

　 ｓ５４（μ１，μ２）·􀭰ｑ ＋ ｓ５５（μ１，μ２）·α̇
ｓ６ ＝ ｓ６１（μ１，μ２）·β ＋ ｓ６２（μ１，μ２）·δａ ＋
　 ｓ６３（μ１，μ２）·δｒ ＋ ｓ６４（μ１，μ２）·􀭰ｐ ＋
　 ｓ６５（μ１，μ２）·􀭰ｒ ＋ ｓ６６（μ１，μ２）·ＣＬ （２８）
式中， ｓｉ 分别对应ＣＬ，ＣＤ，ＣＹ，Ｃ ｌ，Ｃｍ 和Ｃｎ；ｓｉｊ（μ １，μ ２）
∈ Ｓｒｉｊ

ｄｉｊ（Γ ｉｊ） 为需要估计的样条函数模型，分别对应

（２７） 式中的各个气动参数。
根据（２１） 式，变体飞机气动系数模型可以描述

为线性回归的形式。 例如，ＣＬ 描述如下：
ＣＬ（ ｉ） ＝

Ｂｄ１１
１１ （μ（ ｉ）） Ｂｄ１２

１２ （μ（ ｉ））α Ｂｄ１３
１３ （μ（ ｉ））δｅ[ ]

ｃ１１

ｃ１２

ｃ１３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

（２９）
式中， ｃｉｊ 为样条函数 ｓｉｊ 的 Ｂ⁃系数。 由此，（２８） 式能

够表达出任意变形状态的气动力系数模型。

３　 样条函数模型估计

３．１　 样条函数模型估计流程

样条函数模型估计流程如图 ２ 所示，主要分为

４ 大步骤：模型结构选取、模型估计、模型验证和模

型确定。 其中模型结构选取直接影响模型的性能，
最为复杂和重要，一般需要多次选取不同的维度对

结果进行比较。 三角测量的构造受限于数据分布情

况、数据量和计算能力，需要权衡选取。

图 ２　 样条函数模型估计流程图

３．２　 模型结构选取

１） 维度选择

一般来讲，提高维度会增加模型的精度，但同时

也会使模型变得更加复杂，计算更加耗时，因此需要

选择合适的维度。 文献［１１］研究表明， ｄ ≥ ３ｒ ＋ ２
时，样条函数总是能够得到较好的精度。 本文考虑
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数据 ０ 阶连续，即 ｒ ＝ ０，因此初次选取维度为 ｄ ＝
２。

２） 构造三角测量；
三角测量的构造直接影响模型的精度和阶次。

理论上讲，在数据分布点足够多的情况下，三角测量

越细密，越容易得到高精度低阶次的模型。 但一方

面受限于数据源的密度，另一方面受限于计算能力

和计算速度的要求，需要综合考虑三角测量构造。
文献［１３，１９］详细研究了三角测量的划分规则。 以

ｓ ∈ Ｓ０
２（Γ４） 为例，三角测量和 Ｂ⁃ｆｏｒｍ 排列分别如图

３ 和图 ４ 所示。

图 ３　 三角测量（Γ４）

图 ４　 Ｂ⁃ｆｏｒｍ 排列（ ｓ∈Ｓ０
２（Γ４））

３） 确定模型空间结构

由（６）式和（１７）式可得图 ４ 所示 Ｂ⁃ｆｏｒｍ 排列的

样条函数模型结构为：
ｓ（ｘ） ＝ δ１（ｘ）ｐｔ１（ｘ） ＋ δ２（ｘ）ｐｔ２（ｘ） ＋

　 δ３（ｘ）ｐｔ３（ｘ） ＋ δ４（ｘ）ｐｔ４（ｘ） ＝

　 δ１（ｘ）Ｂ２
ｔ１（ｘ）ｃ

ｔ１ ＋ δ２（ｘ）Ｂ２
ｔ２（ｘ）ｃ

ｔ２ ＋

　 δ３（ｘ）Ｂ２
ｔ３（ｘ）ｃ

ｔ３ ＋ δ４（ｘ）Ｂ２
ｔ４（ｘ）ｃ

ｔ４ （３０）
　 　 由（１２）式可得 κ 的排列为：

κ ∈ ｛（２，０，０），（１，１，０），（１，０，１），（０，２，０），
　 （０，１，１），（０，０，２）｝ （３１）

　 　 由（１５）式可得 Ｂ⁃系数 ｃｔ ｊ 为：
ｃｔ ｊ ＝ ｃｔ ｊ２００ ｃｔ ｊ１１０ ｃｔ ｊ１０１ ｃｔ ｊ０２０ ｃｔ ｊ０１１ ｃｔ ｊ００２[ ]

Ｔ （３２）
　 　 由（１６）式可得每一个三角的基本多项式矢量

描述如下：
Ｂ２

ｔ ｊ（ｂ（ｘ）） ＝

　 ［Ｂ２
２，０，０（ｂ（ｘ））　 Ｂ２

１，１，０（ｂ（ｘ））　 Ｂ２
１，０，１（ｂ（ｘ））　

　 Ｂ２
０，２，０（ｂ（ｘ））　 Ｂ２

０，１，１（ｂ（ｘ））　 Ｂ２
０，０，２（ｂ（ｘ））］ ＝

　 ［ｂ２
０ 　 ２ｂ０ｂ１ 　 ２ｂ０ｂ２ 　 ｂ２

１ 　 ２ｂ１ｂ２ 　 ｂ２
２］ （３３）

由（１８）式可得 Ｂ⁃系数的全局矢量 ｃ 为：
ｃ ＝ ｃｔ１ Ｔ ｃｔＴ２ ｃｔ３ Ｔ ｃｔＴ４[ ]

Ｔ （３４）
　 　 由（１９）式可得基本多项式的全局矢量为：

Ｂ２（ｂ（ｘ）） ＝
Ｂ２

ｔ１（ｂ（ｘ）） Ｂ２
ｔ２（ｂ（ｘ）） Ｂ２

ｔ３（ｂ（ｘ）） Ｂ２
ｔ４（ｂ（ｘ））[ ]

（３５）
３．３　 模型估计

１） 计算 Ｂ⁃ｆｏｒｍ 矩阵

由图 ３ 可知各顶点坐标： ｖ０ ＝ （０，０），ｖ１ ＝
２π
３

，０æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｖ２ ＝ ２π

３
，２π
３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｖ３ ＝ ０，２π

３
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｖ４ ＝

π
３
，π
３

æ

è
ç

ö

ø
÷ 。 三角形区域分别为：ｔ１ ＝ 〈ｖ０ ｖ１ ｖ４〉，ｔ２

＝ 〈 ｖ１ ｖ２ ｖ４〉，ｔ３ ＝ 〈 ｖ０ ｖ３ ｖ４〉，ｔ４ ＝

〈ｖ２ ｖ３ ｖ４〉。 由（３） 和（４） 式容易得到每个三角

形区域内任一点 ｘ ＝ （μ １，μ ２） 的质心坐标 ｂ（ｘ） ＝
（ｂ０，ｂ１，ｂ２）。

由（２１）式可得每个单形的线性回归模型为：

ｙｔ ｊ（１）
ｙｔ ｊ（２）
︙

ｙｔ ｊ（Ｎ ｊ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＝

Ｂ２
ｔ ｊ（ｂ（ｘ（１）））

Ｂ２
ｔ ｊ（ｂ（ｘ（２）））

︙
Ｂ２

ｔ ｊ（ｂ（ｘ（Ｎ ｊ）））

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

ｃｔ ｊ ＋ εＮｊ×１ （３６）

式中， Ｎ ｊ 为每个单形的数据组数。 上式写成标准形

式如下：
Ｙ ｔ ｊ ＝ Ｘｔ ｊｃｔ ｊ ＋ εＮｊ×１ ∈ ＲＮｊ×１ （３７）

于是得到样条函数空间内所有数据的线性回归模型

如下：

·５１２·
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Ｙ ｔ１

Ｙ ｔ２

Ｙ ｔ３

Ｙ ｔ４

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＝

Ｘｔ１ ０ ０ ０
０ Ｘｔ２ ０ ０
０ ０ Ｘｔ３ ０
０ ０ ０ Ｘｔ４

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

ｃｔ１

ｃｔ２

ｃｔ３

ｃｔ４

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＋ εＮ×１（３８）

　 　 至此，得到了形如（２２）式的线性回归模型，于
是得到 Ｂ⁃ｆｏｒｍ 矩阵 Ｘ。

２） 计算平滑矩阵

容易得到 ｓ ∈ Ｓ０
２（Γ４） 的连续条件方程如下：

ｃｔ１０２０ ＝ ｃｔ２２００；ｃｔ１０１１ ＝ ｃｔ２１０１；ｃｔ１００２ ＝ ｃｔ２００２；

ｃｔ１２００ ＝ ｃｔ３２００；ｃｔ１１０１ ＝ ｃｔ３１０１；ｃｔ１００２ ＝ ｃｔ３００２；

ｃｔ２０２０ ＝ ｃｔ４２００；ｃｔ２０１１ ＝ ｃｔ４１０１；ｃｔ２００２ ＝ ｃｔ４００２；

ｃｔ３０２０ ＝ ｃｔ４０２０；ｃｔ３０１１ ＝ ｃｔ４０１１ （３９）
　 　 于是可得平滑矩阵：

Ｈ ＝

０ ０ ０ － １ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ － １ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ － １ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
－ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ － １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ － １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ － １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ － １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ － １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ － １ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ － １ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

　 　 ３） Ｂ⁃系数估计

根据（２２）式的线性回归模型，可以用最小二乘

估计方法估计 Ｂ⁃系数：

ｍｉｎ
ｃ

１
２
（Ｙ － Ｘｃ） Ｔ（Ｙ － Ｘｃ） （４０）

　 　 给定约束条件 Ｈｃ ＝ ０，可以得到最小二乘估计

表达式：
ｃ^

λ^
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ ＸＴＸ ＨＴ

Ｈ ０
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

＋ ＸＴＹ
０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＝

Ｃ１ Ｃ２

Ｃ３ Ｃ４

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ＸＴＹ
０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

（４１）
　 　 可由下式计算出 Ｂ⁃系数：

ｃ^ ＝ Ｃ１ＸＴＹ （４２）
　 　 例如，代入数据可得， Ｃｍδｅ（μ １，μ ２） ∈ Ｓ０

２（Γ４） 的

Ｂ⁃系数估计结果如下：
ｃ^ ＝ －

０．７８８ ０．８００ ０．７９９ ０．６０４ ０．７０５ ０．７０８ …
０．６０４ ０．６１８ ０．７０５ ０．４２０ ０．６１１ ０．７０８ …
０．７８８ ０．８００ ０．７９９ ０．６０４ ０．７０５ ０．７０８ …
０．４２０ ０．６１８ ０．６１１ ０．６０４ ０．７０５ ０．７０８　

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

Ｔ

４　 最终模型结构确定

４．１　 模型验证

１） 误差分析理论
χ ｖａｌ 为需要验证的数据集合，表示为

χｖａｌ ＝∪
Ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ （４３）

　 　 实际输出与估计值之差，即残差 ε（χ ｖａｌ） 为

ε（χｖａｌ） ＝ Ｃ（χｖａｌ） － ｓｒｄ（χｖａｌ） （４４）
　 　 残差均方根 ＲＭＳε 为

ＲＭＳε ＝ １
Ｎ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
（ε（ｘｉ）） ２ （４５）

　 　 相对残差均方根 ＲＭＳｒｅｌε 为

ＲＭＳｒｅｌε ＝ ＲＭＳε
｜ ｍａｘＣ（χｖａｌ） － ｍｉｎＣ（χｖａｌ） ｜

（４６）

　 　 最大相对残差 ε ｒｅｌｍａｘ 为

εｒｅｌｍａｘ ＝
ｍａｘ ｜ ε（χｖａｌ） ｜

｜ ｍａｘＣ（χｖａｌ） － ｍｉｎＣ（χｖａｌ） ｜
（４７）

　 　 ２） 计算结果分析

以 Ｃｍδｅ（μ １，μ ２） 为例，计算得出残差各相关值

见表 ２。
表 ２　 Ｃｍδｅ（μ１，μ２）对应的残差值

ｄ ＲＭＳε ＲＭＳｒｅｌε εｒｅｌｍａｘ

２ ０．００８ ０．０２２ ０．０６４
３ ０．００６ ０．０１７ ０．０４７
４ ０．００５ ０．０１４ ０．０３６
５ ０．０１２ ０．０３３ ０．１５３
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　 　 由表 ２ 可知， ｄ ＝ ２时，残差均方根ＲＭＳｒｅｌε已经

满足需求，并且当维度增加时，样条函数模型性能并

没有得到大幅的提升，因此选定维度 ｄ ＝ ２，最终确

定样条函数模型为 Ｃｍδｅ（μ１，μ２） ∈ Ｓ０
２（Γ４）；同时可

以看出 ｄ ＝ ５ 时，残差各项指标均增大，即样条函数

模型性能下降，因此单纯增加维度可能会降低模型

品质。
４．２　 确定最终模型

模型最终确定依据以下 ３ 条基本准则：
１） ０．０１ ＜ ＲＭＳｒｅｌε ＜ ０．０５ 时，模型品质视为

合适；
２） ＲＭＳｒｅｌε ＜ ０．０１时，模型品质视为优异，不再

提高维度；
３） 仅当提高维度有显著的品质提升时才选择

更高的维度。
所有气动参数的最终估计结果如下：

ＣＬ０（μ１，μ２） ∈ Ｓ０
４（Γ４）；ＣＬα（μ１，μ２） ∈ Ｓ０

２（Γ４）；

ＣＤ０（μ１，μ２） ∈ Ｓ０
２（Γ４）；Ｃｄｉ（μ１，μ２） ∈ Ｓ０

２（Γ４）；

ＣＹβ（μ１，μ２） ∈ Ｓ０
２（Γ４）；ＣＹｕｒ（μ１，μ２） ∈ Ｓ０

２（Γ４）；

Ｃ ｌβ（μ１，μ２） ∈ Ｓ０
３（Γ４）；Ｃ ｌδａ（μ１，μ２） ∈ Ｓ０

２（Γ４）；

Ｃ ｌδｒ（μ１，μ２） ∈ Ｓ０
１（Γ４）；Ｃ ｌ􀭰ｐ（μ１，μ２） ∈ Ｓ０

３（Γ４）；

Ｃ ｌ􀭰ｒ（μ１，μ２） ∈ Ｓ０
４（Γ４）；Ｃ ｌｕｒ（μ１，μ２） ∈ Ｓ０

２（Γ４）；

Ｃｍ０（μ１，μ２） ∈ Ｓ０
４（Γ４）；Ｃｍα（μ１，μ２） ∈ Ｓ０

４（Γ４）；

Ｃｍδｅ（μ１，μ２） ∈ Ｓ０
２（Γ４）；Ｃｍ􀭰ｑ（μ１，μ２） ∈ Ｓ０

４（Γ４）；

Ｃｍα̇（μ１，μ２） ∈ Ｓ０
４（Γ４）；Ｃｎβ（μ１，μ２） ∈ Ｓ０

４（Γ４）；

Ｃｎδａ（μ１，μ２） ∈ Ｓ０
３（Γ４）；Ｃｎ􀭰ｐ（μ１，μ２） ∈ Ｓ０

４（Γ４）；

Ｃｎ􀭰ｒ（μ１，μ２） ∈ Ｓ０
３（Γ４）；Ｃｎｕｒ（μ１，μ２） ∈ Ｓ０

２（Γ４）
确定的模型误差分析结果如表 ３ 所示。

表 ３　 模型误差分析结果

参数 ＲＭＳｒｅｌε
ＣＬ０ ０．０４４ ２４
ＣＤ０ ０．００８ ３５
ＣＹβ ０．０１７ ３２
Ｃｌβ ０．００６ ７３
Ｃｌδｒ ０．０４４ ３３
Ｃｌ􀭰ｒ ０．０１０ ２７
Ｃｍ０ ０．０１０ ８４
Ｃｍδｅ ０．０２２ ２０
Ｃｍα̇ ０．０１１ ６２
Ｃｎδａ ０．００３ ３２
Ｃｎ􀭰ｒ ０．００３ ６１

参数 ＲＭＳｒｅｌε
ＣＬα ０．０１０ ５０
Ｃｄｉ ０．００６ ９８
ＣＹｕｒ ０．００６ ５８
Ｃｌδａ ０．００８ ７７
Ｃｌ􀭰ｐ ０．０００ ８９
Ｃｌｕｒ ０．００７ ０６
Ｃｍα ０．０４４ ６０
Ｃｍ􀭰ｑ ０．０１１ ６３
Ｃｎβ ０．０３３ １０
Ｃｎ􀭰ｐ ０．００８ ３０
Ｃｎｕｒ ０．００６ ５８

Ｃｍδｅ 拟合数据图示如下：

图 ５　 拟合数据（Ｃｍδｅ（μ１，μ２） ∈ Ｓ０
２（Γ４）） 与原始数据对比

４．３　 总体坐标系中的表达式

前面得到的模型是在质心坐标系中描述，质心

坐标系为局部坐标系，因此需要转换到描述飞机受

力情况和运动特性的总体坐标系中。 将质心坐标

ｂ（ｘ） ＝ （ｂ０，ｂ１，ｂ２） 和 Ｂ⁃ 系数的估计值代入（１７） 式

可得总体坐标系中的多项式描述形式：
例如，Ｃｍδｅ（μ １，μ ２） ∈ Ｓ０

２（Γ４） 多项式描述如下：
ｐｔ ｊ（μ１，μ２） ＝ ａ ｊ０ ＋ ａ ｊ１μ１ ＋ ａ ｊ２μ２ ＋ ａ ｊ３μ１μ２ ＋

　 ａ ｊ４μ２
１ ＋ ａ ｊ５μ２

２，ｊ ＝ １，２，３，４ （４８）
　 　 对应各参数值见表 ４。

·７１２·
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表 ４　 Ｃｍδｅ（μ１，μ２）∈Ｓ０
２（Γ４）对应的多项式系数

ｔ ｊ ａｊ０ ａｊ１ ａｊ２ ａｊ３ ａｊ４ ａｊ５

ｔ１ －０．７８７ ４９ －０．０１２ ３５ －０．００９ １５ ０．００１ ８５ ０．０４７ ８４ ０．０４３ ４５

ｔ２ －０．８０８ １６ ０．０１６ １８ －０．０１０ １９ －０．００１ ８５ ０．０３８ ３９ ０．０４８ ６６

ｔ３ －０．７８７ ４９ －０．００９ １５ －０．０１２ ３５ ０．００１ ８５ ０．０４３ ４５ ０．０４７ ８４

ｔ４ －０．８０８ １６ －０．０１０ １９ ０．０１６ １８ －０．００１ ８５ ０．０４８ ６６ ０．０３８ ９３

５　 结　 论

本文采用多元样条函数理论对变体飞机气动力

进行建模，以某型折叠机翼变体飞机为例，建立了基

于多元样条函数模型结构的气动力方程，给出了详

细的样条函数模型结构和估计流程，通过计算得到

了该变体飞机的气动力数学模型。 通过误差分析发

现，当维度增加时，模型品质未必一直增加，维度选

取过高可能会造成拟合失真，因此不能单纯的通过

提高维度来提高模型品质，当提高维度得到的模型

无法满足要求时需要考虑重新构造三角测量。 结果

表明，该方法无需预知变形过程的气动变化规律和

气动模型具体结构，通过误差分析选择合理维度，能
够得到详细描述变体飞机任意对称和非对称变形状

态的气动力模型，解决了变体飞机气动模型结构未

知情况下的气动力建模问题以及在非对称状态下的

气动力描述问题。
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