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非定常求解的内迭代初值对计算效率的影响研究
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摘　 要：基于非定常流场的双时间求解方法，提出了一种提高非定常流场求解效率的有效策略。 通过

对前几个时刻的流场信息进行外插来确定下一时刻的迭代初值，使之更接近于收敛解，降低内迭代初

始残值，进而提高了非定常流场的求解效率。 将流场中每个点的守恒量在时间方向上进行泰勒级数

展开，设计了若干种外插格式。 采用绕圆柱非定常流动的求解来验证本方法的计算效果，并研究了不

同初值外插格式、空间离散格式、时间步长和收敛标准对初值外插方法效果的影响。 研究表明，在双

时间步法基础上，采用初值外插策略可普遍提高计算效率，其中交替外插策略可以普遍将求解效率提

高 １ 倍左右。 相比于迎风格式，该方法对中心格式的求解效率提高更显著，并且对于不同的收敛标准

和时间步数均有非常明显的效果。
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　 　 近些年来，随着计算机性能的提高，计算流体力

学（ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｆｌｕｉｄ ｄｙｎａｍｉｃｓ，简称 ＣＦＤ）在很多

工作中得到广泛运用。 在实际的工程应用中，很多

问题涉及到非定常流动，并且其计算量远大于定常

流动，比如，气动弹性动力学问题、涡轮叶片绕流问

题、分离涡脱落问题、动导数的求解等等。 由此而促

进了各种加速收敛技术和时间推进格式的发展。
为了提高计算效率，前人发展了很多加速收敛

措施，如当地时间步长、隐式残值光顺方法和多重网

格方法［１］。 隐式时间推进方法可以在保证稳定性

的同时大幅提高时间步长，进而提高计算效率，常用

的有近似因子分解 （ ＡＦ） ［２］、 超松弛迭代方法

（ＳＳＯＲ） ［３］、直接求解方法和 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｋｒｙｌｏｖ 方法［４］。
在近似因子分解方法中应用最广的是 ＬＵＳＧＳ 算

法［５］。 后来 Ｃｈｅｎ 和 Ｗａｎｇ［６］对 ＬＵＳＧＳ 进行了改进，
在有限体积方法中发展了 ＢＬＵＳＧＳ 算法。 Ｎｅｗｔｏｎ⁃
Ｋｒｙｌｏｖ 方法中最受欢迎的是 Ｎｅｗｔｏｎ⁃ＧＭＲＥＳ［７］，其中

无矩阵存储的 ＧＭＲＥＳ 方法［８］ 在 ＣＦＤ 中应用更为

广泛。
非定常流场的计算方法可分为 ２ 大类：双时间

步方法 （ ｄｕａｌ⁃ｔｉｍｅ ｓｔｅｐｐｉｎｇ） 和物理时间迭代方法

（ｐｈｙｓｉｃａｌ ｔｉｍｅ ｓｕｂｉｔｅｒａｔｉｏｎ）。 双时间步法引入了伪

时间项，对于每一个物理时刻看做定常流动来求解。
双时间步法的好处是原来用于定常计算的预处理、
当地时间步、对角化、多重网格都可以应用到计算

中；真实时间步长可以取得很大；双时间法可以降低

通量线性化误差和近似因子分解误差，放宽了稳定

性限制［９］。 这些方法都能有效的提高收敛速度。
流场求解效率不仅仅与收敛速度有关，还与初

值与收敛解间的差距有关。 因此，在基于双时间方

法的非定常流场求解中，为了提高计算效率，通常将

上一个时刻的流场作为下一个时刻流场求解的初

值。 至于从初值角度进一步提高计算效率，相关研

究鲜有报道。 本文从该研究角度出发，将前 ２ ～ ３ 个

物理时刻的流场信息外插求解出待求时刻的流场作

为伪时间步迭代的初场，这样就进一步缩小了初值

与收敛解的差距，以期减小迭代步数，提高计算

效率。
基于以上的思想，本文通过采用内迭代初值外

插，发展了一种提高非定常流场求解效率的有效策

略。 采用绕圆柱非定常流动的求解算例来验证本方

法的计算效果，并研究了不同初值外插格式、空间离
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散格式、时间步长和收敛标准对初值外插方法效果

的影响。

１　 数值方法

１．１　 双时间步方法

为了提高非定常流场的时间计算精度，同时又

要求具有较高的计算效率，Ｊａｍｅｓｏｎ 提出了一种双

时间步方法，即在冻结的物理时间点上加入类似

Ｎｅｗｔｏｎ 迭代的虚拟时间迭代过程，通过增加内迭代

过程提高 ＬＵ⁃ＳＧＳ 等隐式线性化方法所损失的时间

精度。 双时间步法思想简单，且在定常流计算程序

基础上进行改造的工作量小，得到了广泛应用，其实

现形式如下。
非定常流动控制方程离散后的形式为

∂Ｑ
∂ｔ

＋ Ｒ

(

（Ｑ） ＝ ０ （１）

式中， Ｑ表示守恒量，Ｒ

(

表示离散后的残值。 对于方

程（１）的时间导数项采用二阶向后差分离散可得

３Ｑｎ＋１ － ４Ｑｎ ＋ Ｑｎ－１

２Δｔ
＋ Ｒ

(

（Ｑｎ＋１） ＝ ０ （２）

这里的 Ｑｎ 表示第个物理时间步的守恒量，Δｔ 代表

物理时间步长。
方程（２） 直接求解比较困难，双时间步法采用

虚时间迭代技术对方程（２） 进行求解，引入一个虚

拟时间 τ ，将控制方程（２）改写为

∂Ｑ
∂τ

＋ Ｒ∗（Ｑｎ＋１） ＝ ０ （３）

式中， Ｒ∗（Ｑ） ＝ ３Ｑｎ＋１ － ４Ｑｎ ＋ Ｑｎ－１

２Δｔ
＋ Ｒ

(

（Ｑ） ［１０］。

进行隐式推进，最终得到从虚时间的第 ｋ 步推进到

第 ｋ ＋ １ 步的计算公式为

Ｑ（０） ＝ Ｑｎ

１
Δτｉ

＋ ３
２Δｔ
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è
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ø
÷ Ｉ ＋ １
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Ａ ＋

ｉ，ｍ
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ë
êê
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û
úú ΔＱ（ｋ＋１）

ｉ ＝

　 Ｒ∗
ｉ （Ｑ（ｋ）） －

　 １
Ｖｉ

∑
ｍ ＜ ｉ，ｍ∈Ｎ（ ｉ）

Ａ －
ｉ，ｍΔＱ（ｋ＋１）

ｍ ＋ ∑
ｍ ＞ ｉ，ｍ∈Ｎ（ ｉ）

Ａ －
ｉ，ｍΔＱ（ｋ）

ｍ( )

Ｑ（ｋ＋１） ＝ Ｑ（ｋ） ＋ ΔＱ（ｋ＋１） （４）
式中， Δτ 表示虚时间步长，Ｖ 表示网格体积。 Ａ ＋

ｉ，ｍ

和 Ａ －
ｉ，ｍ 分别代表当前网格向邻居网格传出和传入的

物理信息，具体时间推进实现过程见文献［１１］。

１．２　 初值外插方法

初值外插方法是通过记录前几个时刻的流场的

基本信息进行外插得到下一个物理时刻的内迭代

初值。
一般情况下，采用外插时必须要保证插值对象

的连续性。 若其出现比较强的间断，则外插出现的

偏差往往会比较大，这样就会与我们的初衷背道而

驰。 因此，合理选择外插对象至关重要。 相对于原

始变量，守恒变量的连续性更好，因此我们将流场的

守恒量进行外插。 但对于流场本身存在强间断情

况，比如有激波出现，此时用初值外插方法容易造成

更大偏差，不宜使用。 在时间方向上的泰勒级数展

开如下：

Ｑｎ＋１ ＝ Ｑｎ ＋ ∂Ｑ
∂ｔ ｎ

Δｔ ＋
∂２Ｑ
∂ｔ２ ｎ

Δ２ ＋

　 　
∂３Ｑ
∂ｔ３ ｎ

Δ３ ｔ ＋ Ｏ（Δ４ ｔ） （５）

如果时间方向上取一阶精度，时间导数采用一阶向

后差分，即
∂Ｑ
∂ｔ ｎ

＝ Ｑｎ － Ｑｎ－１

Δｔ
（６）

代入（５）式并忽略二阶项可得一阶外插格式

Ｑｎ＋１ ＝ ２Ｑｎ － Ｑｎ－１ （７）
同样的，如果时间方向上取二阶精度，一阶时间导数

采用中心差分， 二阶导数采用二阶向后差分并忽略

三阶项可得二阶外插格式

Ｑｎ－１ ＝ ３Ｑｎ － ３Ｑｎ－１ ＋ Ｑｎ－２ （８）
同理可得三阶精度的外插格式

Ｑｎ＋１ ＝ ４Ｑｎ － ６Ｑｎ－１ ＋ ４Ｑｎ－２ － Ｑｎ－３ （９）
　 　 本文还提出了一阶与三阶交替的外插格式。 即

在第 ｎ 个物理时刻，取 ２ｍ 为周期有：
若 ｍｏｄ（ｎ，２ｍ） ＜ ｍ， 则下一时刻的初值为

Ｑｎ＋１ ＝ ２Ｑｎ － Ｑｎ－１

若 ｍｏｄ（ｎ，２ｍ） ＞ ｍ － １，则下一时刻的初值为

Ｑｎ＋１ ＝ ４Ｑｎ － ６Ｑｎ－１ ＋ ４Ｑｎ－２ － Ｑｎ－３

根据多次计算对比结果，取 ｍ ＝ ３ 时效果更好。
因此后面的交替外插都采用的是每 ６ 个时间点为 １
个周期，三步一阶外插三步三阶外插的格式。

２　 数值算例验证

２．１　 算例介绍

以非定常静止圆柱绕流为例，对于不同外插格

·２１·
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式和空间离散格式下的初值外插方法进行效率对比

并分析时间步长和收敛标准对初值外插方法效率的

影响。 来流马赫数为 ０．１，雷诺数为 １００，层流，采用

非结构三角形网格，圆柱表面网格节点数为 １００，网
格总数为 ２９ ７８８，计算域网格和圆柱表面局部网格

示意图如图 １ 所示。

图 １　 层流圆柱绕流计算网格示意图

２．２　 不同因素影响对比

在初值外插方法介绍中给出了一阶、二阶、三阶

和交替外插 ４ 种外插格式。 本节针对采用不同的外

插格式、空间离散格式对初值外插方法效率的影响

进行分析并确定使该方法效率最好的外插格式和空

间离散格式，并分析不同的时间步长和收敛标准对

初值外插方法效率的影响。
在非定常圆柱绕流算例中，空间离散采用中心

格式，取时间步长为 １ 个周期 １２０ 步，设 １ 个周期的

步数为 Ｔｎ，则有 Ｔｎ ＝ １２０。 设每个周期平均耗时为

Ｔｐ。 收敛要求为最大残值小于 ５．０ × １０ －９。 具体状

态在 ２．１ 节中已经交代。 对一阶、二阶、三阶和交替

外插精度的外插效果进行对比。 以下是计算结果：
表 １　 ４ 种格式效率对比表

外插格式
每周期迭

代步数

平均每迭

代一步所

用时间 ／ ｓ
Ｔｐ ／ ｓ

效率提高

／ ％

无 ８ ８６９ ０．１００ ８８４．２１

一阶 ５ ５５３ ０．１０７ ５９５．４８ 　 ４８．４９

二阶 ４ ４７１ ０．１１０ ４９３．２３ 　 ７９．２７

三阶 １１ １８３ ０．１１２ １ ２５６．４８ －２９．６３

交替 ４ ０９９ ０．１１０ ４５２．２７ 　 ９５．５０

图 ２　 不同外插精度计算效果图

　 　 由图 ２ 可以看出，无论是初始迭代的最大误差

还是平均误差，均随着外插精度的提高而降低。 而

迭代步数并不满足该规律，初始迭代误差最小的三

阶精度外插的迭代步数反而是最多的，换而言之，采
用三阶精度外插格式会出现收敛困难的现象。 对于

出现收敛困难现象的原因，在下一节中会具体分析。

·３１·
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从表 １ 中不难看出一阶精度、二阶精度和交替

外插格式均可明显减少每周期迭代步数，但由于采

用初值外插方法每一步迭代增加了计算量和存储因

而每一步迭代所用的时间会有所增加。 比较后发现

平均每迭代一步所用的时间增加量很小，大约 １０％
左右。 因此整体的效率仍然是提高的。 在 ４ 种格式

中采用三步一阶三步三阶的交替外插格式效率最

高。 因此，本文后面的计算没有特殊说明均采用三

图 ３　 采用初值外插法前后的升力与阻力系数对比

步一阶三步三阶的交替外插格式。 从图 ３ 中可以看

出采用初值外插方法前后计算结果完全吻合，证明

了初值外插方法的准确性。
采用不同的空间离散格式，分析对初值外插方

法的效率是否会有所影响以及影响程度如何。 本文

对比了中心格式和迎风 ＲＯＥ 格式 ２ 种空间离散格

式，时间步长取 １ 个周期 １２０ 步，收敛标准为 ５．０×
１０－９。 以下是对比结果：

表 ２　 不同空间离散格式计算效率表

空间离散格式 无外插 Ｔｐ ／ ｓ 外插法 Ｔｐ ／ ｓ 效率提高 ／ ％

中心格式 ８００．７５ ４５０．１９ ７７．８７

ＲＯＥ 格式 ８７１．４９ ５１０．８７ ７０．５９

从表 ２ 中可以看出采用不同的空间离散格式对

于初值外插方法效率会有一定的影响。 空间离散采

用中心格式初值外插方法的效果更好。 对比中心格

式和迎风格式不难发现，中心格式利用了较多的网

格系统作为模板，因此对于模板的迭代初值更为敏

感。 当迭代初值更接近收敛解时，采用中心格式比

采用迎风格式提高的效率就会更多。
时间步长和收敛标准选取的不同对初值外插方

法的效率也会有所影响。 本文通过改变时间步长和

收敛标准观察初值外插方法的效率变化情况。
不改变其他的参数，仅对时间步长进行改变，分

析对该方法效率的影响。 以中心格式为例，对于时

间步长分别取 １ 个周期 ６０ 步、１２０ 步、２００ 步和 ４００
步的情况，收敛标准为最大残值小于 １．０×１０－８。 图

４ 和表 ３ 显示了初值外插方法的效率变化情况。

图 ４　 不同时间步长初值外插法迭代步数图

·４１·
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表 ３　 不同时间步长初值外插法计算效率表

Ｔｎ 无外插 Ｔｐ ／ ｓ 外插法 Ｔｐ ／ ｓ 效率提高 ／ ％

６０ ６３０．９２ ３４０．１６ ８５．４８

１２０ ７３４．４２ ３８１．１１ ９２．７１

２００ ８３０．９２ ４２４．６４ ９５．６８

４００ １０１４．６７ ５３７．２８ ８８．８５

从以上图表中不难看出，时间步长的改变虽对

外插方法的计算效率提升量有一定影响，但影响不

大。 因此，可以认为在很大的时间步数变化范围内

初值外插方法均有非常明显的效果。
下面研究收敛标准对外插方法效率提升的影

响。 空间离散采用中心格式，固定时间步长为 １ 个

周期 １２０ 步，收敛标准分别取最大误差小于 ５． ０ ×
１０－９、１．０×１０－８、５．０×１０－８和 １．０×１０－７时观察初值外插

方法的效果。

图 ５　 不同收敛标准初值外插法迭代步数图

表 ４　 不同收敛标准初值外插法计算效率表

收敛标准 无外插 Ｔｐ ／ ｓ 外插法 Ｔｐ ／ ｓ 效率提高 ／ ％

５．０×１０－９ ８８４．２１ ４５２．２７ ９５．５０

１．０×１０－８ ７２８．５０ ３５４．１７ １０５．６９

５．０×１０－８ ６４２．２６ ２８９．７２ １２１．６８

１．０×１０－７ ６０９．２９ ２６２．４０ １３２．２０

从以上图表中可以看出在一定范围内随着收敛

标准降低，初值外插法的效率会提高。 但即使对于

高精度的数值求解，初值外插法的效率仍然可以将

效率提高将近一倍。 因此初值外插法对于不同精度

的求解均具有非常明显的效果。
２．３　 流场误差传播分析

一般情况下，外插精度越高，流场迭代初值与收

敛解越接近，初值外插方法计算效率就越高。 然而

三阶精度外插的计算效率却最低，甚至还没有不用

初值外插方法的效果好。 产生这种现象的原因归结

于误差的 ２ 个分量。
不同的初值与真实解的误差可以按照误差各个

傅里叶分量的衰减程度不同，分为高频振荡误差和

低频光滑误差。

在线性空间内任何初始误差均可表示为

Ｅ０ ＝ ａ１ｖ１ ＋ ａ２ｖ２ ＋ … ＋ ａｎｖｎ （１０）
式中， Ｅ０ 为初始误差，ｖｉ 表示第 ｉ 个特征向量，ａｉ 表

示误差第 ｉ 个分量对应的系数。
在迭代过程中

Ｅ（ｎ＋１） ＝ ＭＥ（ｎ） ＝ ａ１λｎ＋１
１ ｖ１ ＋

　 ａ２λｎ＋１
２ ｖ２ ＋ ａ３λｎ＋１

３ ｖ３ ＋ … ＋ ａＮ－１λｎ＋１
Ｎ－１ｖＮ－１（１１）

　 　 很明显，特征向量代表误差分量，其对应的特征

值代表误差分量的放大系数。 误差每一个分量 ｖｉ

都对应一个误差频率 ｋ，当１≤ ｋ ＜ Ｎ ／ ２时，ｖｋ 称为低

频分量，由于频率低，变化缓慢，看上去比较光滑，又
称为光滑分量。 当Ｎ ／ ２≤ ｋ≤Ｎ － １时，称为高频分

量，由于它们频率高，摆动快，又称为摆动分量。 详

细定义见文献［１２］。
高频振荡误差是局部行为，来源于附近几个网

格点之间的相互耦合，与边界距离较远的网格点的

信息无关；而低频光滑误差是全局行为，主要来源于

边界信息。 通过局部松弛后误差呈现光滑性，此时

误差主要来自于边界。 可以设想二维 Ｎ × Ｎ 网格上

的点松驰方法， 将边界信息传播到所有点至少需

Ｏ（Ｎ） 次迭代， 因此收敛速度极慢。 低频光滑误差

量阶很小，但在细网格上很难收敛［１３］。
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在迭代过程中低频误差的大小与迭代初值和迭

代格式有关。 采用初值外插方法会对迭代初值进行

改变，低频误差的大小也会随之发生变化。 在外插

过程中，不仅仅是对精确解的插值，由于收敛标准的

限制，存在一定的误差，因此外插的对象还包括残余

的误差。 高精度外插对插值对象的连续性要求较

高，而残余误差的变化本身具有随机性与不连续性。
低频误差由于在迭代过程中难以收敛在残余误差中

占有较高的比例。 通过高阶精度外插格式得到的初

始迭代误差比低阶精度外插格式小，但是高阶精度

外插格式只可以大幅衰减高频误差，低频误差反而

被放大，低频误差收敛速度极慢因此高精度外插会

出现收敛困难情况。
一阶外插能够保证误差变化的单调性，不会出

现低频误差的放大。 但是精度较低，高频误差分量

衰减幅度小；高阶外插虽然可以大幅度衰减高频误

差，但是会出现低频误差的放大。 通过采用三步一

阶三步三阶的交替外插格式，既可以大幅衰减高频

误差分量，又能保证低频误差不会被放大。

３　 结　 论

本文在非定常流场双时间步法求解的基础上，
提出了将前 ２～ ３ 个物理时刻的流场信息外插求解

出待求时刻的流场作为伪时间步迭代初场的初值外

插方法，并通过绕圆柱非定常流动算例验证了本方

法的有效性，研究结果显示：
１） 相对统一精度的外插格式，交替精度的外插

格式具有更高的鲁棒性和计算效率，可普遍将计算

效率提高一倍左右。
２） 不同的空间离散格式对初值外插方法的效

果有一定的影响，相对于迎风格式，中心格式采用初

值外插方法的效率会更高。
３） 初值外插方法的效率提升量会受时间步长

和收敛标准影响，但在较宽的时间步长和收敛标准

范围内，效率提升仍十分可观。
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