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摘　 要：采用非线性动力学理论对翼型绕流的多模态耦合机制进行研究，并阐释模态耦合作用与流动

稳定性的关系。 通过特征线有限元方法对翼型绕流问题进行数值计算，建立非定常流场数据库。 为

了分析流动稳定性和流动特征，利用本征正交分解提取流场中的特征模态，从而分析翼型绕流非定常

流场的特征模态之间的相互作用关系，并给出了非线性流体动力系统中的不同模态作用与流动稳定

性的关系。
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　 　 流动的稳定性是翼型绕流的壁面流动分离，近
尾迹的漩涡脱落，涡系的演化与相互作用等复杂物

理现象的发生根源。 由于不同的流动稳定性决定了

流场的主要流动特性和翼型的受力情况，因此对翼

型绕流的流动稳定性深入理解，对飞行器设计，旋转

机械的稳定运行等工程应用具有重要的指导意义。
对翼型绕流流动稳定性的理论研究主要采用线

性稳定性理论进行分析。 其思路是忽略扰动引起的

非线性项，得到关于扰动的线性控制方程，进而研究

扰动在线性方程中的发展规律。 这种方法忽略了非

线性的耦合作用，模态和模态之间相互独立。 对于

复杂的非线性流动现象（如非线性饱和、转捩等）无
法给出合理解释。 针对这一问题，Ｓｔｕａｒｔ［１］在 Ｌａｎｄａｕ
研究成果的基础上从线性稳定性理论提出了著名的

弱非线性方程 Ｓｔｕａｒｔ⁃Ｌａｎｄａｕ 方程。 在线性振幅方程

中引入非线性项，考虑模态之间的耦合作用，这一模

型被广泛用于流动稳定性分析中［２⁃３］。 然而，该模

型仅考虑了模态自身的耦合作用，并未计及不同模

态之间的联系。
随着对外流流动稳定性问题研究的深入，大量

研究结果表明外流流动中存在着不同形式的模态作

用。 １９９６ 年 Ｗｉｌｌｉａｍ［３］对圆柱尾迹流动稳定性的理

论和实验研究进行了综述，并指出尾迹的演化过程

中存在 ２ 种不同的模态（Ｍｏｄｅ Ａ 与 Ｍｏｄｅ Ｂ），分别

对应流动发生二维涡脱落、流动出现三维不稳定性

效应的流动稳定性现象。 同年 Ｂａｒｋｌｅｙ 与 Ｈｅｎｄｅｒ⁃
ｓｏｎ［４］采用 Ｆｌｏｑｕｅｔ 乘子分析了圆柱尾迹的稳定性。
他们同样发现了对应长波长的模态 Ａ 与涡脱落相

关联，对应短波长的模态 Ｂ 与涡的二次失稳相关

联。 １９９９ 年 Ｂｌａｃｋｂｕｒｎ 和 Ｈｅｎｄｅｒｓｏｎ［５］ 对振动圆柱

绕流的尾迹结构进行了研究。 他们发现在不同振动

频率下流场具有特有的流场结构，其中包括周期模

态，反对称周期模态等。 进一步地，Ｇｏｖａｒｄｈａｎ 与

Ｗｉｌｌｉａｍ［６］于 ２０００ 年对自激振动圆柱绕流的尾迹斑

图进行了细致研究。 结果表明自激频率与流体涡脱

落频率相关时流场出现独有的流动结构。 在不同的

自激频率下尾迹呈现出特有的涡对（Ｐ）与单涡（Ｓ）
之间的耦合作用。 近年来，ｐｒｏｐｅｒ ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｄｅｃｏｍ⁃
ｐｏｓｉｔｉｏｎ（ＰＯＤ）模态被引入到流动稳定性和控制的

研究中。 Ｎｏａｃｋ 等人［７⁃８］ 在圆柱绕流的低维建模中

提出了区别于常规模态的偏移模态，但这一模态是

为了逼近原动力系统而人为引入的对平均流场的偏

移修正。 ２０１０ 年 Ｓｅｎｇｕｐｔａ 等人［２］ 对圆柱绕流的流

体动力系统进行了模态分析。 他们从流场拓扑结构

角度发现了在圆柱尾迹中存在的 ３ 种模态：成对出

现，具有周期性的常规模态；单一出现，也具有周期

性，但非对称非常规模态；成对出现，呈现波特性，非
周期性非常规模态。 在尾迹中这 ３ 种模态的相互作
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用与尾迹的流动稳定性相联系。 ２０１１ 年 Ｓｅｎｇｕｐｔａ
等人［９］指出在内流和外流中都存在具有相同性质

的模态特征。 这些模态的耦合作用与流动稳定性相

关，并给出了多模态耦合的 Ｌａｎｄａｕ⁃Ｓｔｕａｒｔ ｅｑｕａｔｉｏｎ
（ＬＳＥ）模型。 但是文中仅比较了利用模态获得的降

维模型与 ｄｉｒｅｃｔ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ（ＤＮＳ）结果的接

近程度，未对该模型进行深入研究。 目前对模态间

相互作用的分析主要集中在圆柱绕流研究上。 对翼

型绕流流场中特征模态的相互作用机理以及流动稳

定性和流场典型模态间的联系并未得到广泛的关

注，有待深入研究。
本文采用非线性动力学理论对翼型绕流的多模

态耦合机制进行研究。 首先，通过特征线有限元方

法对翼型绕流问题进行数值计算，建立非定常流场

数据库。 利用 ＰＯＤ 理论提取大迎角下低雷诺数翼

型绕流流场的特征拓扑结构，即 ＰＯＤ 模态。 分析所

得模态的特点以及模态间的耦合作用，并探索流动

稳定性与 ＰＯＤ 模态之间的联系。

１　 控制方程与数值算法

１．１　 控制方程

由于在本文中考虑流动马赫数小于 ０．３，流体可

以认为是不可压缩流体。 则无量纲黏性不可压流体

的控制方程可以表示为

∂ｕｉ

∂ｘｉ

＝ ０

∂ｕｉ

∂ｔ
＋ ｕ ｊ

∂ｕｉ

∂ｘ ｊ

＝ － ∂ｐ
∂ｘｉ

＋ １
Ｒｅ

∂２ｕｉ

∂ｘ ｊ∂ｘ ｊ
（１）

式中， ｕ∞ 为自由来流速度，ｃ 为翼型的弦长，Ｒｅ ＝
ｕ∞ ｃ
ｖ

， ｖ 为运动黏性系数。

１．２　 数值方法

采用常规的有限元方法求解 Ｎ⁃Ｓ 方程时，由于

在动量方程中的非线性对流项的作用，数值解会发

生振荡。 为解决这一问题，本文采用特征线有限元

方法求解 Ｎ⁃Ｓ 方程。 其思路是根据特征线的物理意

义，建立沿特征线方向的新坐标系，来消去对流项。
然后利用 Ｔａｙｌｏｒ 级数在空间坐标系上展开来得到抑

制数值振荡的稳定项，最后采用有限元方法进行求

解。 特征线有限元 ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｂａｓｅｄ ｓｐｌｉｔ（ＣＢＳ）方
法是由 Ｚｉｅｎｋｉｅｗｉｃｚ 等人［１０⁃１１］ 于 １９９５ 年提出的用于

求解可压缩和不可压流动问题的通用算法。 但是该

算法针对不可压缩流动时需要对压力进行隐式求

解，这样就导致在求解格式上与可压流体的显式求

解算法并不统一。 ２００３ 年，Ｎｉｔｈｉａｒａｓｕ［１２］ 通过引入

人工压缩项改进该算法，应用于不可压流动的求解

中，提高了算法的计算效率同时使得在求解格式上

与可压流体算法一致。 之后，康伟等人［１３⁃１５］ 通过引

入 ａｒｂｉｔｒａｒｙ ｌａｇｒａｎｇｉａｎ ｅｕｌｅｒｉａｎ（ＡＬＥ）坐标系发展了

ＣＢＳ 算法，使之应用于流⁃固耦合求解。 该算法的具

体实施步骤可参见文献［１０⁃１１，１３⁃１５］。

２　 翼型绕流的低维建模

２．１　 ＰＯＤ 理论

ＰＯＤ 方法的目标是构造一组最优正交基 ｛φｉ ｜ ｉ
＝ １，…，∞ ｝，使得函数空间｛ｑｋ ∈ Ｌ２（Ω） ｜ ｋ ＝ １，…，
Ｍ｝ 投影到正交基上产生的误差最小［１６］，即

ｍａｘ
φ∈Ｌ２（Ω）

＜ ｜ （ｑ，φ） ｜ ２ ＞ ／‖φ‖２( ) （２）

　 　 利用变分法，该最大值问题可以转化为一个特

征值问题（３），求解该特征值问题，可以得到相应的

特征向量，即为 ＰＯＤ 模态。

∫
Ω

Ｃ（ｘ，ｙ）φ（ｙ）ｄｙ ＝ λφ（ｘ） （３）

式中， Ｃ（ｘ，ｙ） ＝ ＜ ｕ（ｘ，ｔ）  ｕ（ｙ，ｔ） ＞ 为 ｕ 的自相

关函数，也称为 ＰＯＤ 的核，（φ ｉ，φ ｊ） ＝ δ ｉｊ。 由于具体

应用中，流场瞬照都是在离散空间点上的实验数据

或数值模拟结果。 这时的自相关函数可以表示为

Ｃ（ｘ，ｙ） ＝ １
Ｍ∑

Ｍ

ｉ ＝ １
ｕ（ｘ，ｔｉ）ｕ（ｙ，ｔｉ） Ｔ （４）

　 　 对于计算流体力学问题，流场瞬照包含的空间

点数 Ｎｐ 远大于所选取的流场瞬照数 Ｍ。 如果直接

求解特征值问题（３），待求解的矩阵阶数为 Ｎｐ ×
Ｎｐ ，这使得求解过程变得困难，且造成较大的误差。
为了解决这一问题，本文采用了 Ｓｉｒｏｖｉｃｈ 提出的瞬

照法［１７］，使得在流体动力系统中能够更高效快捷地

提取 ＰＯＤ 模态集。
２．２　 翼型绕流的低维模型

在流体空间域 Ω 上，速度场所在的空间为

Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 的子空间，其内积可表示为

（ｕ，ｖ） Ω ≜ ∫
Ω

ｄＶｕ·ｖ　 ｕ，ｖ ∈ Ｌ２（Ω） （５）

　 　 对于黏性不可压流体的流动控制方程（１），速
度场可以在 ＰＯＤ 模态张成的空间中表示为

·３８３·



西　 北　 工　 业　 大　 学　 学　 报 第 ３３ 卷

ｕＮ（ｘ，ｔ） ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
ａｉ（ ｔ）ｕｉ（ｘ） （６）

式中， ａｉ（ ｔ） 表示第 ｉ 阶模态的时变系数，ｕ０ 为速度

时均场，ａ０ ≡ １， ｕｉ， ｉ ≥ １ 为正交的 ＰＯＤ 模态。 需

要指出的是传统 ＰＯＤ 模态提取方法是对线性化的

Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程进行求解得到瞬时流场，其模型

忽略了流场内在的非线性因素。 在本文中，由于对

Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程求解得到的瞬时流场作为 ＰＯＤ
数据库，提取得到 ＰＯＤ 模态，这样模态就包含了系

统的非线性信息，并进行 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 投影得到系统的

非线性降维模型，得到的模型保留了系统内在的非

线性因素。
将（６）式代入方程（１）可以得到流体动力系统

在 ＰＯＤ 模态张成的空间中的降维动力系统模型

（７）。 对流体系统的流动稳定性研究转化为在模态

张成的空间中，对应各模态的稳定性问题［１９］。
ｄ
ｄｔ
ａｉ ＝ ｆｉ（ａ ｊ，Ｒｅ，…） ＝ １

Ｒｅ∑
ｍ

ｊ ＝ ０
ｌｉｊａ ｊ ＋ ∑

ｍ

ｊ，ｋ ＝ ０
ｑｉｊｋａ ｊａｋ

（７）
其中线性项和二次项分别对应 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程中

的黏性项和对流项，且 ｌｉｊ ＝ （ｕｉ，Δｕ ｊ） Ω，ｑｉｊｋ ＝ （ｕｉ，

▽（ｕ ｊ，ｕｋ）） Ω，（ｕｉ，ｕ ｊ） Ω ＝ ∫
Ω

ｕｉ·ｕ ｊｄΩ ＝ δ ｉｊ。

３　 多模态耦合与流动稳定性分析

本文选取了 Ｒｅ＝ ８００ 下 ＮＡＣＡ００１２ 翼型在迎角

为 ２０°时绕流问题进行研究。 图 １ 给出了 Ｒｅ ＝ ８００
的时均流场的涡量与流线。 在 Ｒｅ＝ ８００ 时翼型近尾

迹区具有清晰的涡结构。 漩涡之间顺时针旋转的涡

对应负涡量集中在上半部，逆时针旋转的涡对应正

涡量集中分布在翼型的后缘附近，且占主导作用。

图 １　 Ｒｅ＝ ８００ 时的时均流场与涡量分布

为了分析流场的特征拓扑结构，图 ２ 和图 ３ 给

出了所得模态所占的能量分布、以及前 ４ 阶 ＰＯＤ 模

态的流场拓扑结构。 从模态所占的能量分布中可以

看出 ＰＯＤ 经验在不同数量级的能量比例中成对出

现。 前 ２ 阶模态占流场能量比例最大，其中第 １ 阶

较第 ２ 阶 ＰＯＤ 模态所占流场总能量比例稍大，但仍

分布在一个数量级上，第 ３ 阶 ＰＯＤ 模态与第 ４ 阶

ＰＯＤ 模态所占能量比例基本接近，其他的高阶模态

也都如此。

图 ２　 Ｒｅ＝ ８００ 时 ＰＯＤ 模态的能量分布

图 ３　 前 ４ 阶 ＰＯＤ 模态的等涡量图

　 　 从图 ３ 中可以看出成对出现的模态之间的流场

拓扑关系。 第 １ 阶模态与第 ２ 阶模态在近翼面附近

涡量分布相似。 在尾迹中单涡与单涡正负交替排列

出现（记为 ２Ｓ），这与卡门涡街结构相同。 两模态在

·４８３·
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相同位置处涡量正负相反，这说明第 １ 阶模态与第

２ 阶模态间存在相位上的滞后。 而第 ３ 阶模态与第

４ 阶模态的涡量分布在近翼面附近涡量分布基本一

致。 这时涡结构较第 １、２ 阶模态明显不同，在尾迹

中涡的尺度有所减小，且出现涡对结构（记为 Ｐ）。
此外，第 ３、４ 模态之间同样存在相位差。

由 ＰＯＤ 模态得到的单涡与单涡（２Ｓ）、涡对（Ｐ）
的流场拓扑结构是流场中特有的流动结构［６］。 为

了研究这些特征结构的相互作用如何影响翼型绕流

的流动稳定性，本文分别选取前 ２、４、８、１２ 阶模态求

解不同模态数对应的动力系统（７），得到流场中各

阶模态对应的系数 ａｉ 变化情况。 第 ｉ 阶模态在流场

的脉动能 ｅｉ ＝
１
２
ｕｉ·ｕｉ ＝

１
２ ∑ｊ

ａｉ
ｊ·ａｉ

ｊ， ａｉ 为第 ｉ阶模

态的系数。 因此，模态系数 ａｉ 的变化，反映了该阶

模态在流场中脉动能的变化情况。
由于 ＰＯＤ 模态成对出现，图 ４ 成对给出了不同

模态数时各阶模态系数幅值的时间历程。 前 ２ 阶模

态是流场中占主导地位的模态，因为它们占流场总

能量的 ５０％以上（见图 ２）。 当仅选取前 ２ 阶模态表

示流场时，从图 ４ａ）可以看出系数的幅值一直线性

增大，当时间增加至 １４３ １２１ 时，幅值发生突然下

降，之后迅速增大，直至计算溢出。 利用分岔理论分

析由前 ２ 阶模态构成的动力系统（７），该系统的 Ｊａ⁃
ｃｏｂｉａｎ 矩阵的特征值的实部为 ０．２６７ ５６２×１０－０．３＞０，
这说明该模态对应的系统是不稳定的。 当选取前 ４
阶模态表示流场时，前 ２ 阶模态的幅值最终稳定至

４３９．２２７，这时前 ２ 阶模态的系数随时间周期性变

化，且存在约 π ／ ２ 的相位差（图 ５ 实线），所对应能

量周期脉动。 这说明引入第 ３、４ 阶模态后，前 ２ 阶

模态的稳定性发生了改变。 由于模态之间的耦合作

用，流场的能量从前 ２ 阶模态中部分地转移到第 ３、
４ 阶模态，使得前 ２ 阶模态的脉动能变得稳定。 当

考虑前 ８ 阶和前 １２ 阶模态时，前 ２ 阶模态的幅值分

别收敛到 ４９．３３６，３３．１２。 随着模态数的增加，振幅

逐渐收敛到一个稳定值。 这说明更多模态的相互作

用，使得系统的低阶模态的能量向高阶模态转移，同
时由于非线性耦合作用，能量的转移逐渐趋于饱和，
最终达到稳定。 另外，前 ２ 阶模态系数稳定性的改

变也表明流场中 ２Ｓ 涡结构对扰动极其敏感。 ２Ｓ 涡

结构在流场中是不稳定的流动结构，在高阶模态作

用下该流场结构的稳定性会发生改变。
对于第 ３、４ 阶模态，当取模态数为 ４ 时，第 ３、４

阶模态的振幅随时间发生周期性变化，如图 ４ｂ）所
示。 对应的模态系数出现多个频率叠加的复杂运动

（图 ５ 虚线）。 当模态数进一步增加时，对比图 ４ｂ）
的粗线对应的振幅，可以看出第 ３、４ 阶模态的振幅

（见图 ４ｂ）的细线与粗线）的大小有所变化，但振动

形式并未发生实质性改变。 第 ３、４ 阶模态对应了流

场中的 Ｐ 涡结构。 模态系数的振动形式对高阶模

态作用未发生实质性的改变，说明流场中的 Ｐ 涡结

构在流场中不易受到扰动的影响，是流场中稳定的

流动结构。

　 　 　 　 　 　 　 　 图 ４　 不同模态数下前 ４ 阶 ＰＯＤ 模态系数幅值的时间历程 图 ５　 模态数取 ８ 时前 ６ 阶 ＰＯＤ 模态

系数的时间历程

　 　 图 ６ 给出了在 Ｒｅ＝ ８００ 附近以雷诺数为分岔参 数的翼型绕流动力系统分岔图。 通过计算可以得到
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当雷诺数小于 ６２４．５ 时，系统的 Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵在平

衡位置处的特征根的实部都是负的，这时系统的平

衡位置渐进稳定，对应的模态系数最终收敛到一点

上。 当雷诺数等于 ６２４．４ 时，系统的 Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵

在平衡位置处存在 １ 对纯虚特征根，且其他特征根

的实部不等于零。 这时系统发生 Ｈｏｐｆ 分岔。 系统

的平衡位置失稳（对应图 ６ 的标记点 Ｈ），系统变为

周期运动。 当雷诺数大于 ６２４．４ 时，系统的 Ｊａｃｏｂｉａｎ
矩阵在平衡位置处的特征根实部均大于零，这时平

衡位置是不稳定性的（对应图 ６ 的虚线部分）。 从

相图 ７ 中可以看出在雷诺数为 Ｒｅ＝ ８００ 时系统为周

期运动。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 图 ６　 翼型绕流的分岔图 图 ７　 雷诺数为 Ｒｅ＝ ８００ 时翼型绕流动力系统的相图

４　 结　 论

本文通过对翼型绕流的 ＰＯＤ 模态耦合作用的

分析，得到如下结论：
１）在翼型绕流流场中存在具有典型特征的涡

结构，如 ２Ｓ 涡结构，Ｐ 涡结构。
２）在流场中模态之间存在非线性的耦合关系。

流场的能量能够从低阶模态向高阶模态转移，起到

稳定流场作用，但最终能量转移达到饱和。
３）２Ｓ 涡结构在流场中是不稳定的流动结构，对

扰动极其敏感。 该涡结构在高阶模态作用下其稳定

性会发生改变；流场中的 Ｐ 涡结构在流场中不易受

到扰动的影响，是流场中稳定的流动结构。
４）翼型绕流动力系统在雷诺数为 ６２４．４ 时，系

统的 Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵在平衡位置处存在 １ 对纯虚特征

根，且其他特征根的实部不等于零。 这时系统发生

Ｈｏｐｆ 分岔。 系统的平衡位置失稳，变为周期运动。
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