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提高基于 Adjoint方法翼型优化设计鲁棒性的研究
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摘 要:通过引入线搜索方法，提高了基于 Adjoint 方法翼型优化设计的鲁棒性。针对给定的目标函
数，推导了贴体坐标系下相应的 Adjoint 方程与边界条件的具体表达形式，以及梯度表达式。通过数
值求解流动控制方程和 Adjoint方程，得到目标函数对设计变量的梯度，并采用线搜索方法获得最优
步长，由此提高了优化算法的鲁棒性。算例表明，线搜索方法可以自动寻找最优的步长，有效解决了
传统的取常数步长优化步长选取受到限制，优化结果受步长影响的问题，使得优化方法对步长的依赖
性变小，提高了基于 Adjoint方法翼型优化设计的鲁棒性。
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气动外形优化设计方法主要有全局优化方法

( 如遗传算法等) 和基于梯度信息的局部优化设计

方法。全局优化设计方法虽然一般具有良好的全局
优化特性，然而对于气动优化设计而言，如果基于

Euler方程或 N-S 方程开展机翼或翼身组合体等复
杂外形的优化设计，在设计变量很多时，其计算量可

能大到现有计算条件难以接受的程度。而基于梯度
信息的气动优化方法具有计算量较小，收敛速度快

的特点，因而仍然是目前应用较多的一种方法。
在基于梯度信息的优化设计方法中，最重要的

一步是梯度计算。获得梯度的传统做法是采用有限
差分方法。当设计变量较多时，用有限差分方法计
算需要对每一个设计变量进行扰动，并重新求解流

场，计算量很大，限制了其在优化设计方法中的

应用。
目前，在梯度精确求解、适应复杂外形气动设计

需要及计算量花费等方面都取得成功的方法当属

Adjoint方法( 也称基于控制理论的优化设计方法) 。
该方法于上世纪 90 年代初由 A． Jameson［1］首先引
入到跨声速翼型的气动优化设计，该方法以偏微分

方程系统的控制理论为基础，将气动优化设计问题

转化为最优解问题，把物体边界作为控制函数，用拉

格朗日乘子将流场方程作为约束条件引入目标函

数，将约束问题转化为无约束问题。通过求解流场
控制方程和 Adjoint方程来进行梯度求解，梯度求解
仅与形状变化相关，求解 Adjoint方程的计算量与求
解流场控制方程的计算量相当，因而总的计算量只

相当于 2 倍的流场计算量，几乎与设计变量数目无
关，大大减少了计算量，从而解决了多变量问题及复

杂外形问题气动优化设计的快速求解难题。Ander-
son［2］、Elliott［3］等人在非结构网格基础上先后开展
了应用连续、离散 Adjoint 方法和 Navier-Stokes 方程
的气动设计研究，进行了翼型、多段翼型、机翼以及
全机的气动优化设计; Kim［4］研究了基于 Adjoint 方
法的增升装置的优化设计，并在文献［5］中通过调
整序列二次规划软件包中的参数，增强 Adjoint方法
的鲁棒性。国内在应用 Adjoint 方法的气动设计方
面已有一些研究成果发表［6-13］。唐智礼［6］给出了基
于控制理论的 Euler 方程翼型减阻优化设计; 周铸
等［7］基于 Adjoint方法和 N-S 方程进行了翼型的气
动优化设计; 杨旭东、乔志德等［8，9］研究了基于 Ad-
joint方法和 N-S方程的气动外形设计方法; 熊俊涛、
乔志德、杨旭东、韩忠华［10］进行了基于粘性 Adjoint
方法和 Navier-Stokes方程的跨声速机翼气动优化设
计研究。左英桃、高正红等［11］研究了基于 N-S 方程
和离散共轭方法的气动设计方法; 王龙、宋文萍、杨
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旭东［12］给出了一种基于 Adjoint 方程攻角不变的多
目标减阻优化方法。韩忠华［13］提出了用梯度增强
的 Kriging代理模型确定步长，提高了基于 Adjoint
方法的气动优化设计的有效性和鲁棒性。基于梯度
信息的气动优化设计方法中涉及到步长的选取，文

献［6-12］中绝大部分采用传统的常数步长方法。采
用常数步长时，设计方法对步长的依赖性大。步长
过大，会导致目标函数不能收敛到最优解; 步长太

小，会导致收敛过慢，甚至不能收敛。因此只有选取
合适的步长才可以优化得到最优解。针对常数步长
的这一不足，本文引入了线搜索方法，可以自动搜索

最优的步长，克服了传统的取常数步长优化对步长

依赖性大的问题，提高了气动优化设计方法的鲁

棒性。
本文推导了 Adjoint方程及其边界条件，目标函

数对设计变量梯度求解，并在 BFGS 拟牛顿优化算
法中引入线搜索方法，提高了优化设计方法的鲁棒

性。首先通过数值算例验证了线搜索方法提高梯度
优化算法鲁棒性的思想，然后以亚临界翼型

ＲAE2822 和风力机翼型 DU 91-W2-250 为例，进行
了反设计研究。结果表明: 线搜索方法有效解决了
传统的取常数步长优化对步长限制的问题，可以提

高基于 Adjoint方法的翼型优化设计的鲁棒性; 研究
成果能够推广到机翼、翼身组合体等复杂外形的气
动优化设计中。

1 粘性 Adjoint方程及梯度的推导

采用 Navier-Stokes方程作为流动分析程序。在
笛卡尔坐标系 ( x1，x2 ) 下，定义速度的分量为( u1，

u2 ) ，采用求和约定惯例，方程形式为

w
t

+
fi
xi

=
fvi
xi

( 1)

式中，w是流动矢量，fi 为无粘通量项，fvi 为粘性通
量项。采用结构化贴体网格进行离散时，需要将物理
坐标转化为计算坐标( ξ1，ξ2 ) ，方程转化为

( Jw)
t

+
( Fi － Fvi )

ξi
= 0， ( 2)

式中 Fi = Sijf j，Fvi = Sijfvj，Sij = J
ξi
xj
，J为坐标变换

的 Jacobian值。
定常状态下，对应于气动外形变化的约束方程

可表述为

δ( Fi － Fvi )
ξi

= 0 ( 3)

式中 δFi、δFvi 也可写成与流动变量 w的变分 δw、计
算空间的矩阵变分 δS相关的贡献，即

δFi =
Fi

w δ
w +

Fi

S δ
S

δFvi =
Fvi

w δw +
Fvi

S δS ( 4)

引入 Adjoint 变量 ψ = ( ψ1，φ1，φ2，θ)
T ，即对

( 3) 式左乘 Adjoint 因子，并在整个计算空间求积，
则可得

∫DψT δ( Fi － Fvi )
ξi

dDξ = 0 ( 5)

假定 ψ可微，利用分部积分公式和高斯定理，可得

∫Bniψ
Tδ( Fi － Fvi ) dBξ － ∫D ψ

T

ξi
δ( Fi － Fvi ) dDξ = 0

( 6)
一般情况下，目标函数可表述为

I = ∫BM( w，S) dBξ + ∫DP( w，S) dDξ ( 7)

dBξ、dDξ 分别为计算空间中的表面积分单元与空间

积分单元，M与 P取决于流动变量 w及确定计算空
间的矩阵 S。在满足流场控制方程约束条件下，气动
外形的变化将导致流动变量变分 δw 与矩阵变分
δS，因此目标函数的变化可表示为

δI = ∫BM( w，S) dBξ + ∫DδP( w，S) dDξ ( 8)

式中，δM = M
w δ

w + M
S δ

S; δP = P
wδ

w + P
Sδ

S，进

而

δI = δI － 0 = ∫BδMdBξ + ∫DPdDξ －

∫DψT δ( Fi － Fvi )
ξi

dDξ

= ∫B［δM － niψ
Tδ( Fi － Fvi) ］dBξ +

∫D δP + ψ
T

ξi
δ( Fi － Fvi[ ]) dDξ ( 9)

把方程( 9 ) 空间积分项中流动物理量变分 δw
的系数项组合在一起，即得到 Adjoint方程

ψT

ξi
Fi

w
－
Fvi

( )w
+ P
( )w = 0 ( 10)

本文 Adjoint 方程的求解采取与粘性流 Navier-
Stokes 方程的求解类似的方法。对应的 Adjoint 方
程边界条件可由方程( 9) 边界积分中流动物理量变
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分 δw的系数项来得到，即

niψ
T Fi

w
－
Fvi

( )w
= M
( )w

( 11)

流动控制方程的边界条件约束了 Adjoint 方程
边界条件左端项的形式，即 M( w，S) 的数学表达式
不能随意选取。假定Adjoint变量ψ是一个任意可微
函数，ψ就可取为使 δI中不再出现流动变量变分 δw
的函数，这样目标函数梯度就只与变换矩阵变分 δS
有关，不再与流动变量变分 δw 显性相关，不必重新
计算由于设计变量的扰动而引起的流场物理量变分

δw。目标函数变分 δI的最终形式

δI = ∫B MS δS － niψ
T Fi

S δ
S －
Fvi

S δ( )[ ]S dBξ +

∫D PSδS + ψ
T

ξi
Fi

S δ
S －
Fvi

S δ( )[ ]S dDξ ( 12)

下面以给定目标压力分布的翼型反设计为例，

给出目标函数的具体表达式

I = ∫B 1
2 τ

2
vn － τvn ( p － pd ) +

1
2 ( p － pd ){ }2 ds

( 13)
式中 τvn 为法向粘性应力，p 为设计翼型的表面压
力，pd为给定的目标压力。通过一系列的数学推导过
程，最终得到梯度求解表达式

δI = ∫B 1
2 τ

2
vn － τvn ( p － pd ) +

1
2 ( p － pd ){ }2 ·

δ( | S2 | ) dBξ +

∫B{ | S2 | τvnσij － | S2 | ( p － pd ) σij} δ( ninj ) dBξ +

∫BkpδS2kdBξ + ∫D ψ
T

ξi
fjδ( Sij ) dDξ －

∫BkσkjδS2jdBξ － ∫D k

ξi
σ jkδSijdDξ ( 14)

－ ∫D k

ξi
Sij μ δ Sij( )J

uk

ξi
+ δ Slk( )J

uj

ξ[ ]
l

{ +

λ δ jkδ
Slm( )J
um

ξ[ ] }
l

dDξ

－ ∫D θξiQjδSijdDξ

－ ∫D θk

ξi
Sijuk μ δ Sij( )J

uk

ξi
+ δ Slk( )J

uj

ξ[ ]
l

{ +

λ δ jkδ
Slm( )J
um

ξ[ ] }
l

dDξ

－ ∫D θξi Sij
k

γ － 1δ
Sij( )J


ξi

p( )ρ
dDξ

( i，j，k，l，m = 1，2)

2 基于 Adjoint 方法的气动优化设计
方法

在采用 Adjoint 方法获得目标函数的梯度信息
后，常用的做法是采用最速下降法、BFGS 拟牛顿优
化算法［14］等进行优化，优化过程中涉及到步长的选

取，绝大部分基于 Adjoint方法的优化设计采用常数
步长的方法，是因为采用 Adjoint方法计算的梯度几
乎与设计变量数目无关，梯度的计算速度快，取合适

的步长目标函数能够很快收敛。但该方法对步长的
依赖性大: 步长过大，会导致目标函数不能收敛到最

优解; 步长太小，会导致收敛过慢，甚至不能收敛。
只有选取合适的步长才可以优化得到最优解。因此
本文引入了线搜索方法，可以自动搜索最优的步长，

克服了传统的取常数步长优化对步长依赖性大的问

题，提高了气动优化设计方法的鲁棒性。
本文基于 Adjoint 方法的气动外形优化设计方

法的流程图如图 1 所示。

图 1 基于 Adjoint方法的气动外形优化设计方法的流程图

图中( 虚框内) 采用的线搜索方法是 Bracket
Method，zk = － HkδI，Hessian 矩阵 Hk 的更新采用

BFGS拟牛顿优化算法。2. 1 节和 2. 2 节分别介绍
线搜索方法和 BFGS拟牛顿优化算法。
2. 1 线搜索方法
本文采用的线搜索方法是 Bracket Method，该方

法是一种得到广泛应用的线搜索方法，其具体步骤

如下:

1) 给定初始步长 s0，步长的变化量 ds，常数 τ，

·945·
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设计点 xk 及搜索方向 zk，最大搜索步数 N;
2) 计算 s1 = s0 + ds，求 I1 = I( xk + s1 z

k ) ，然后

计算 s2 = s1 + ds及 I2 = I( xk + s2 z
k ) ;

3) 判断是否 I2 ＜ I1?若是，转向步骤4) ，否则转
向步骤 5) ;

4) s3 = s2 /τ，I3 = I( xk + s3 z
k ) ，若 I3 ≥ I2，则输

出 s2，I2，否则转向步骤 6) ;
5) s3 = s2τ，I3 = I( xk + s3 z

k ) ，若 I3 ＜ I1，则输出
s3，I3，否则转向步骤 7) ;

6) 若 n≤N，则 s2 = s3，I2 = I3，s3 = s2 /τ，I3 =
I( xk + s3 z

k ) ，否则输出 s2，I2 ;
7) 若 n≤ N，则 s2 = s3，I2 = I3，s3 = s2τ，I3 =

I( xk + s3 z
k ) ，否则输出 s3，I3 ;

8) n = n + 1 ，分别转向步骤 6) 、步骤 7) 。
2. 2 BFGS拟牛顿优化算法
本文采用 BFGS拟牛顿优化算法迭代更新 Hk ，

BFGS拟牛顿优化算法是一种比最速下降法更有效
的优化算法［14］。该算法由 Boyden、Fletcher、Gold-
farb和 Shanno 四人提出。该算法具有超线性收敛
速度，当采用精确线搜索时，对于凸函数具有总体收

敛性。

3 算例结果与分析

3. 1 ＲosenBrock算例
该算例的优化模型如下

min: f( x) = ∑
nv－1

k = 1
［100( xk+1 － x2k )

2 + ( xk － 1) 2］

s． t． － 2 ≤ xk ≤ 2，k = 1，2，…，nv

该算例的解析解为 x* = ( 1，…，1) ，f( x* ) = 0。
图 2a) 表示: nv = 2 时，采用传统的常数步长 λ

= 0. 1的优化算法得到最优解的运动轨迹，图中“初
始”表示第1步求解得到的解( 0. 2，0) ，16表示第16
步迭代得到的解 ( 0. 263 842，0. 071 305) ，70表示第
70 步迭代得到的解 ( 0. 573 394，0. 312 679) ，94 表
示第 94 步迭代得到的解 ( 0. 836 714，0. 696 963) ，
“最终”表示最后 1 步( 第 223 步) 求解得到的解
( 1. 000 000，1. 000 000) ; 图 2b) 表示: nv = 2 时，采
用线搜索方法( 取步长的变化量 ds = 0. 1) 的优化
算法得到最优点的运动轨迹，图中“初始”表示第 1
步求解得到的解 ( 0. 201 587，0) ，5 表示第 5 步迭代
得到的解 ( 0. 278 449，0. 084 337) ，10 表示第 10 步
迭代得到的解 ( 0. 450 998，0. 183 779) ，14 表示第
14步迭代得到的解( 0. 852 194，0. 719 299) ，“最终”
表示最后 1步( 第 18步，函数值总共计算第 174次)
求解得到的解 ( 1. 000 000，1. 000 000) 。图 2c) 表示
nv = 2 时，采用线搜索方法( 取步长的变化量 ds =
0. 1) 的优化算法得到最优解随总的计算次数的运
动轨迹，从图 2 可以看出: 采用传统的常数步长和线
搜索方法，优化算法得到的解都与解析解完全一致，

后者总的函数值计算次数比前者少，提高了优化的

效率。图 3 至图 5分别表示: nv = 2、nv = 10和 nv =
100，采用传统的常数步长和线搜索方法，取不同步
长常数步长 λ和不同的步长变化量 ds时，目标函数
随迭代步数的变化及目标函数随着总的函数值计算

次数的变化。该算例从理论上说明: 采用线搜索方
法的优化算法几乎不依赖于给定的步长，从而体现

了采用线搜索方法的优化算法的高效性和鲁棒性。

图 2 nv = 2，最优解的运动轨迹

·055·
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图 3 nv = 2，目标函数的收敛历程

图 4 nv = 10，目标函数的收敛历程

图 5 nv = 100，目标函数的收敛历程

3. 2 翼型压力分布反设计
本文采用 N-S 方程数值模拟翼型粘性绕流，计

算使用的 C 型网格如图 6 所示，网格量: 208 × 64。
反设计中，使用 46 个设计变量，上下表面各分布 23
个设计变量。分别比较研究了传统的常数步长和利
用线搜索方法确定最优步长 2 种方法。其中，采用
线搜索方法进行翼型的设计时，取最大搜索步数 N
= 5。文献［1］指出，求解 Adjoint 方程和 N-S 方程

的计算量相当，因此文中方程的求解次数定义为 N-
S方程和 Adjoint 方程求解次数之和。
3. 2. 1 ＲAE2822 翼型
采用 NACA0012 翼型为初始外形，ＲAE2822 翼

型为目标进行翼型的压力分布反设计研究。其中，
NACA0012 是对称翼型，ＲAE2822 是具有后加载的
亚临界翼型，两者的几何外形相差较大，该设计算例

是检验基于 Adjoint 方法的翼型反设计方法的典型
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算例。设计状态: 马赫数为 0. 73，迎角为 2. 0°，雷诺
数为 6. 5 × 106。图 7、图 8 给出了常数步长( 取不同
的步长 λ) 和线搜索方法( 取不同的步长变化量 ds)
时，目标函数随迭代步数的变化以及目标函数随方

程求解次数的收敛历程。从图 7a) 和图 7c) 可以看
出: 取不同的常数步长时，目标函数的收敛性差别比

较大，取步长 λ = 0. 005 时，目标函数不能收敛到最
优解，常数步长 λ = 0. 001 时，目标函数的收敛性最

好，应用此方法对步长选取的限制较大，只有选取合

适的步长，才能保证收敛并得到最优解。从图 7b)
和图 8 可以看出: 采用线搜索方法，目标函数均下降
了 2 个多量级，目标函数的收敛性对步长变化量的
依赖性变小。步长的变化量 ds = 0. 001 时，目标函
数的收敛性最好，优化设计方法的鲁棒性得到了提

高。图 9a) 给出了常数步长 λ = 0. 001、采用线搜

图 6 翼型计算网格示意图

图 7 由 NACA0012 翼型设计 ＲAE2822 翼型，目标函数的收敛历程

图 8 目标函数随方程求解次数的 图 9 常数步长与线搜索方法的反设计结果比较( ＲAE2822 翼型反设计)
变化( 线搜索)
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索方法取步长的变化量 ds = 0. 001 时最终设计翼型
与目标翼型的对比，相应的最终设计压力分布与目

标压力分布的对比见图 9b) ，可见最终设计的翼型
和压力分布都与目标值吻合。
3. 2. 2 DU 91-W2-250 翼型
采用 NACA0012 翼型为初始外形，DU 91-W2-

250 翼型为目标进行翼型的压力分布反设计研究。
DU 91-W2-250 翼型是相对厚度为 25%的风力机翼
型，被广泛应用于多种风力发电叶片中。设计状态:
马赫数为 0. 15，迎角为 3°，雷诺数为 3. 0 × 106。图
10 至图 11 给出了常数步长( 取不同的步长 λ) 和线
搜索方法( 取不同的步长变化量 ds) 时，目标函数随
迭代步数和方程求解次数的收敛历程。从图 10a)
和图 10c) 可以看出: 取不同的常数步长时，目标函

数的收敛性差别比较大，常数步长 λ = 0. 005 时，目
标函数不能收敛到最优解，常数步长 λ = 0. 001 时，
目标函数的收敛性最好，应用此方法对步长选取的

限制较大，只有选取合适的步长，目标函数才能保证

收敛并得到最优解。从图 10b) 和图 11 可以看出:
采用线搜索方法，目标函数均下降了近 3 个量级，目
标函数的收敛性对步长变化量的依赖性变小，采用

线搜索方法，取步长的变化量 ds = 0. 005 时，目标函
数的收敛性最好，优化设计方法的鲁棒性得到了提

高。图 12a) 给出了常数步长 λ = 0. 001 时、采用线
搜索方法取步长的变化量 ds = 0. 005 时最终设计翼
型与目标翼型的对比，相应的最终设计压力分布与

目标压力分布的对比分别见图 12b) ，可见最终设计
的翼型和压力分布都与目标值吻合。

图 10 由 NACA0012 翼型设计 DU91-W2-250 翼型，目标函数的收敛历程

图 11 目标函数随方程求解次数的 图 12 常数步长与线搜索方法的反设计结果比较
变化( 线搜索) ( DU91-W2-250 翼型反设计)

4 结 论

通过引入线搜索方法提高了基于 Adjoint 方法

的翼型气动优化设计方法的鲁棒性。首先通过数值
算例验证了线搜索方法提高梯度优化算法鲁棒性的

思想，然后以亚临界翼型 ＲAE2822 和风力机翼型
DU 91-W2-250 为例，进行了反设计研究。设计结果
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表明: 通过线搜索方法自动寻找最优的步长，解决了

传统的取常数步长优化对步长选取限制的问题，使

得优化方法对步长的依赖性变小，提高了优化方法

的鲁棒性; 研究成果能够推广到机翼、翼身组合体等
复杂外形的气动优化设计中。
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Improving Ｒobustness of Adjoint-Based Airfoil Optimization Design

Fan Yanhong，Song Wenping，Han Zhonghua
National Key Laboratory of Science and Technology on Aerodynamic Design and Ｒesearch，

Northwestern Polytechnical University，Xi'an 710072，( )China

Abstract: By introducing the line search method，the robustness of the adjoint-based airfoil optimization design
method is improved． For a given objective function，its corresponding adjoint equations，boundary conditions and
the gradient expression in the body-fitted coordinate system are derived． In the optimization process，the gradient of
the objective function is obtained by solving the flow equations and the adjoint equations，and for the traditional ad-
joint-based optimization method，a constant step is used，while in this research，the line search method is intro-
duced to obtain the optimal step． The results illustrate that it can automatically find the optimal step，and overcome
the restriction imposed by the choice of user-defined constant step，which is used in the traditional adjoint-based
optimization method，thus improving the robustness of the adjoint-based airfoil optimization design method．

Key words: aerodynamics，airfoils，algorithms，design，efficiency，flowcharting，iterative methods，Navier Stokes
equations，pressure distribution，reverse engineering，robustness( control systems) ，shape optimiza-
tion，viscous flow; adjoint method，gradient，
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