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摘 要:远场组元( Far-field Composite Element，FCE) 激波阻力优化方法是基于类别形状函数变换

( Class Shape Transformation，CST) 参数化方法发展出的一种超声速飞行器气动外形优化方法。文章

使用 CST 参数化方法对超声速客机的大后掠机翼进行外形参数化，并以机翼容积和局部相对厚度为

约束条件，使用 FCE 方法对其厚度分布进行以激波阻力最小为设计目标的快速优化。与原机翼相比，

FCE 优化方法使机翼激波阻力系数降低达 61%，是超声速飞行器概念设计阶段降低激波阻力十分有

用的优化方法。
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超声速机翼厚度分布对激波阻力系数的影响十

分显著。在超声速飞行器设计过程中，机翼的厚度

分布需要进行十分详细的设计和优化。
传统的气动外形参数化方法通常需要大量的设

计参数来表示重要气动特征，如翼型的前、后缘形

状。Kufan 和 Bussoletti 提出用类别形状函数变换

( Class Shape Transformation，CST) 来表示飞行器的

几何外形。这种参数化表示方法参数少，精度高，并

且在处理一些重要的设计参数 ( 如翼型前缘半径、
尾锥角和后缘厚度等) 时十分直观方便。远场组元

( Far-field Composite Element，FCE) 激波阻力优化方

法是基于 CST 参数化方法发展出的一种超声速飞

行器气动外形优化方法。这种方法使用超声速面积

率进行激波阻力计算，结合拉格朗日乘子法进行优

化参数的计算，无需迭代且计算速度快，是超声速飞

行器概念设计阶段降低激波阻力的一种十分有用的

气动外形优化方法。
本文采用 CST 参数化方法对超声速机翼进行

几何外形的参数化，并以机翼容积和局部相对厚度

为约束条件，使用 FCE 方法对其厚度分布进行以激

波阻力最小为目标的快速优化，大幅降低了机翼的

激波阻力系数。本文的研究对超声速机翼设计具有

一定的指导和参考价值。

1 超声速机翼参数化

1. 1 CST 参数化方法的基本原理

CST 参数化表示方法使用一个类别函数 CN1
N2

( ψ) 和一个形状函数 S( ψ) 来表示一个后缘封闭的

翼型

ζ( ψ) = CN1
N2 ( ψ) S( ψ) ( 1)

式中 ζ = z /c，ψ = x /c，c 为翼型弦长。
若翼型后缘不封闭，则在( 1) 式的基础上添加

一个后缘厚度项，得后缘不封闭的翼型公式

ζ( ψ) = CN1
N2 ( ψ) S( ψ) + ψ·Δζte ( 2)

类别函数 CN1
N2 ( ψ) 定义为

CN1
N2 ( ψ) = ψN1 ( 1 － ψ) N2 ( 3)

N1 和 N2 定义了所表示的几何外形的类别。
NACA 系列圆头尖尾翼型类别函数取 N1 = 0. 5，N2
= 1. 0; 双圆弧翼型，则 N1 = 1. 0，N2 = 1. 0; N1 =
0. 75，N2 = 0. 75 时，类别函数曲线就定义了一个

Sears-Haack 旋成体，如图 1 所示。
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图 1 不同类别函数代表的几何外形

CST 参数化方法的形状函数 S( ψ) 可以使用多

种方法进行定义
［1］。通常用 ni 阶 Bernstein 多项式

的加权和作为 S( ψ) 的表达式，如( 4) 式所示

S( ψ) = ∑
ni

i = 0
biB

i
ni ( ψ) = ∑

ni

i = 0
bi［Ki

ni ψ
i ( 1 － ψ) ni－i］

Ki
ni = ni!

i! ( ni － i
}

) !

( 4)

式中 bi，i = 0，1，…，ni是引进的权重因子，组成几何

外形的 ni + 1 阶参数向量 b，当 b = I时，由Bernstein
多项式的性质可以得到 S( ψ) = 1 ，称为单位形状函

数，相应的翼型为单位翼型( Unit Airfoil) ，即类别函

数表示的基本翼型。
研究表明，以 Bernstein 多项式作为 CST 参数化

方法的形状函数时，6 到 9 阶的多项式就可以在几

何形状、斜率、二阶导数、压强和气动力分布等方面

对翼型进行十分精确的表示。对于一般的设计优化

过程来说，4 到 6 阶的 Bernstein 多项式的表示精度

就已经可以满足要求
［2-4］。使用太高阶的 Bernstein

多项式可能导致参数化过程趋于病态
［5］。

1. 2 机翼的 CST 参数化分解

不计机翼的扭转时，任意后缘闭合的对称翼型

的上表面形状函数可以用公式 ( 4 ) 进行参数化表

示。在不同的展向位置上应用 Bernstein 多项式加

权和的形状函数描述不同的翼型，就可以确定一个

解析形状函数面，从而确定整个机翼。把公式 ( 4 )

中的设计参数 bi 沿着展向使用 nj 阶 Bernstein 多项

式加权和进行表示

bi = ∑
nj

j = 0
bi，jB

j
nj ( η) ( 5)

式中，η = 2y /b，b 为机翼翼展

Bj
nj ( η) = Kj

nj η
j ( 1 － η) nj－j，j = 0，1，2，…，nj

Kj
nj = nj!

j! ( nj － j) !

这样，对称机翼的机翼表面可以表示为

ζ( ψ，η) = ∑
ni

i = 0
∑
nj

j = 0
bi，jC

N1
N2 ( ψ) Bi

ni ( ψ) Bj
nj ( η) ( 6)

令 ζi，j ( ψ，η) = CN1
N2 B

i
ni ( ψ) Bj

nj ( η) 表示由弦向

第 i 个 Bernstein 多项式和展向第 j 个 Bernstein 多项

式所确定的分机翼表面，bi，j 为各个分机翼的权重

值。所以整块对称机翼可以使用 nt = ( ni + 1) ·( nj
+ 1) 个分机翼的加权和表示出来。

ζ( ψ，η) = ∑
ni

i = 0
∑
nj

j = 0
bi，jζi，j ( ψ，η) = ∑

nt

t = 1
btζt ( ψ，η)

( 7)

公式( 7) 中的单下标 t 与双下标( i，j) 的转换关

系可以由下式确定

t = j·( nj + 1) + ( i + 1) ( 8)

如图 2 所示，弦向和展向都使用 3 阶 Bernstein
多项式对机翼进行 CST 参数化，可以将机翼分解为

16 个分机翼的加权和的形式，调整分机翼的权重

bt，就可以得到不同厚度分布的机翼。

图 2 机翼的 CST 参数化分解

2 超声速机翼厚度分布优化

在以激波阻力最小为目标的超声速机翼厚度分

布优化过程中，用超声速面积率对机翼的激波阻力

进行计算
［6，7］。优化方法则采用基于 CST 参数化方

法的远场组元( Far-field Composite Element，FCE) 激

波阻力优化法
［8］。

2. 1 超声速机翼厚度分布优化的算法

2. 1. 1 基于 CST 参数化分解的超声速面积率

超声速面积律的表达式为

CDW = 1
2π∫

2π

0
CDW ( θ) dθ ( 9)

式中

·071·
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CDW ( θ) = － 1
2πSref

·

∫
l

0 ∫
l

0
A″( x1，θ) A″( x2，θ) ln | x1 － x2 | dx1dx2

CDW ( θ) 是子午角为 θ 时计算得到当量旋成体的零

升激波阻力系数。Sref 为参考面积，A( x，θ) 为站位 x
处，子午角为 θ 的马赫斜面所切割的飞机截面在垂

直于 x 轴方向上的投影面积，A″( x，θ) 是 A( x，θ) 的

二阶导数。由公式( 9) 可以看出，超声速时飞机的零

升激波阻力与该马赫数下所有子午角 θ 方向的当量

旋成体零升波阻的平均值相等。
由于机翼是由 nt 个分机翼的加权和表示的，所

以切面积可以表示成分机翼切面积加权和的形式

A( x，θ) = ∑
nt

t = 1
btAt ( x，θ) ( 10)

公式 ( 10) 带入 CDW ( θ) 的计算公式得到

CDW ( θ) = － 1
2πSref
∫
l

0 ∫
l

0∑
nt

s = 1
bsA″s ( x1，θ) ·

∑
nt

t = 1
btA″t ( x2，θ) ln | x1 － x2 | dx1dx2

积分号与累加符号交换位置，上式的值不变。

CDW ( θ) = － 1
2πSref
∑
nt

s = 1
∑
nt

t = 1
∫
l

0 ∫
l

0
·

bsA″s ( x1，θ) btA″t ( x2，θ) ln | x1 － x2 | dx1dx2
权重值 bt 和 bs 写在积分号外，子午角 θ 下机翼的激

波阻力可以表示成各个分机翼激波阻力的加权和

CDW ( θ) = ∑
nt

s = 1
∑
nt

t = 1
bsbtCDWst ( θ) ( 11)

公式( 11) 中，当 s = t 时，CDWst ( θ) 是第 t 个分机

翼的在子午角 θ 下的激波阻力系数; 当 s 和 t 不相等

时，CDWst ( θ) + CDWts ( θ) 是第 s 个分机翼与第 t 个分

机翼之间的干扰激波阻力系数。
公式 ( 11 ) 对 任 意 子 午 角 都 成 立，带 入 公 式

( 9) 得

CDW = 1
2π∫

2π

0 ∑
nt

s = 1
∑
nt

t = 1
bsbtCDWst ( θ) dθ

= ∑
nt

s = 1
∑
nt

t = 1
bsbt

1
2π∫

2π

0
CDWst ( θ) dθ

令 CDWst = 1
2π∫

2π

0
CDWst ( θ) dθ ，则整块机翼的激波阻

力系数公式可以改写为

CDW = ∑
nt

s = 1
∑
nt

t = 1
bsbtCDWst ( 12)

公式( 12) 即为基于机翼 CST 参数化分解的机

翼超声速激波阻力计算公式。
2. 1. 2 机翼容积约束

在公式( 7) 中，机翼平面形状不改变的情况下，

优化后的第 t 个分机翼的厚度及相应的容积随 bt 成

线性变化。优化后的机翼容积可以表示为

Vscaled = VbaseVR = ∑
nt

t = 1
btVt ( 13)

Vbase 是初始机翼的容积，VR 是优化后机翼与初

始机翼的容积比，Vt 为第 t 个初始分机翼的容积。
为处理体积约束比较方便，引入初始分机翼在

初始机翼中所占的容积分数 vt ，定义为

vt =
Vt

Vbase
( 14)

公式( 14) 带入公式( 13) 可以得到

VR = ∑
nt

t = 1

btVt

Vbase
= ∑

nt

t = 1
btvt ( 15)

引入 Dst 和 kt ，其值为

Dst =
CDWst

vsvt
( 16)

kt = btvt ( 17)

( 17) 式带入( 15) 式可以得到

VR = ∑
nt

t = 1
kt ( 18)

( 16) 式和( 17) 式带入激波阻力系数公式( 12 )

可以得到

CDW = ∑
nt

s = 1
∑
nt

t = 1
ks·kt·Dst ( 19)

这样，以激波阻力最小为目标的超声速机翼厚

度分布优化问题定义为求解未知量 kt，使得其值满

足容积约束( 18) 式的情况下，( 19) 式的取值最小。
2. 1. 3 机翼局部厚度约束

仅仅以机翼容积为约束进行激波阻力优化时，

机翼的一些区域可能会出现厚度很薄，甚至负厚度

的情况。因此为了防止负厚度的出现，有必要在机

翼的局部预期出现负厚度的地方( 如翼尖) 添加适

当的厚度约束。
为了添加局部厚度约束，引入在某展向位置 ηC

处，在需添加厚度约束的局部一段翼弦长度 Δx /c 的

范围内的平均相对厚度。
计算平均厚度的弦向范围定义为

ΔψC = ψaft － ψfwd ; 0 ≤ ψfwd ＜ ψaft ≤ 1
第 i个对称分翼型在弦向ψfwd 到ψaft 范围内的平

均相对厚度为

·171·
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thicki / c =
∫
ψaft

ψfwd
2ζi ( ψ) dψ

ψaft － ψfwd
( 20)

记 τi，j 为分机翼( i，j) 在展向位置 ηC 处局部平

均相对厚度

τi，j ( ηC ) = thicki / c·Bj
nj ( ηC ) ( 21)

式中，双下标变量 τi，j 也可以使用公式( 8) 所示的方

法进行变换，成为单下标变量 τt。
整块机翼的相对厚度约束公式就可以表示成

τscaled = ∑
nt

t = 1
bt·τt ( 22)

式中，τscaled 是整块机翼在约束展向位置 ηC 处，弦向

位置 ΔψC = ψaft － ψfwd 范围内的预期的平均相对厚

度。使用每个初始分机翼的容积分数对厚度约束进

行处理

τscaled = ∑
nt

t = 1
( btvt )

τt

vt
( 23)

式中，记 τcont =
τt

vt
，平均厚度约束公式( 23) 可以表

示成

τscaled = ∑
nt

t = 1
ktτcont ( 24)

( 24 ) 式 为 机 翼 优 化 中，要 满 足 的 相 对 厚 度

约束。
2. 1. 4 添加容积和厚度约束的机翼厚度分布优化

容积约束( 18) 式可以写成线性约束方程

ΦV = VR －∑
nt

t = 1
kt = 0 ( 25)

局部厚度约束式( 24) 可以写成线性约束方程

ΦT = τscaled －∑
nt

t = 1
ktτcont = 0 ( 26)

引入拉格朗日乘子 λV 和 λT，优化问题的目标

函数( 19) 式可以写成

F = CDW － λVΦV － λTΦT ( 27)

满足约束条件( 25) 式和( 26) 式的优化设计参

数可以通过求解由公式( 27 ) 导出的如下线性系统

得到

F
kt

= 0，t = 1，2，3，…，nt

F
λV

= 0 F
λT

= 0 ( 28)

需要指出的是，超声速机翼厚度分布优化过程

中，可以在多个不同的位置添加相对厚度约束，这样

与相对厚度相关的约束方程也将有多个。求解公式

( 28) 代表的线性系统，就可得到 kt，t = 1，2，…，nt。
分机翼的权重系数 bt 可以根据 kt 的定义 ( 17) 式

得到

bt =
kt

vt
= kt

Vbase

Vt
( 29)

从而优化后的机翼厚度分布与相应的激波阻力

系数可以由( 7) 式和( 12) 式得到。

3 超声速机翼厚度分布优化结果

本文使用的机翼模型平面形状如图 3 所示，采

用双后掠机翼，这是目前认为超声速客机比较可能

采用的机翼平面构型。初始翼型采用类别函数 C1. 0
1. 0

= ψ1. 0·( 1 － ψ) 1. 0
所表示的双圆弧对称翼型，相对

厚度设定为 5%。取优化后机翼与初始机翼的容积

比约束为VR = 1. 0; 机翼外侧η = 0. 8处施加相对厚

度不低于 2% 的约束; 翼尖 η = 0. 95 处施加相对厚

度不低于 1%的约束。

图 3 机翼模型平面形状

在 Ma = 2. 0 的状态下，用不同的 Bernstein 多项

式阶数 ( Bernstein Polynomial Order，BPO) 进行机翼

参数化，分别使用 ni = 2，nj = 2; ni = 3，nj = 3; ni =
4，nj = 4; ni = 5，nj = 5 进行机翼的优化。优化得到

的激波阻力系数对比如表 1 所示:

表 1 优化结果

模型类型 ni nj CDW

初始机翼 0 0 0. 004 74
BPO2 分解 2 2 0. 002 50
BPO3 分解 3 3 0. 002 17
BPO4 分解 4 4 0. 001 98
BPO5 分解 5 5 0. 001 83

·271·
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从表 1 的结果可以看出，使用更高阶的 Bern-
stein 多项式进行机翼参数化，有利于优化后的激波

阻力系数降低。5 阶 Bernstein 多项式的优化结果可

以使机翼的激波阻力系数降低达 61%。但把 3 阶、
4 阶、5 阶 Bernstein 多项式优化结果相对比，激波阻

力系数降低量逐渐变小，优化的效果越来越不明显，

4 阶、5 阶多项式的优化结果只有 0. 000 15 的差别。
可以预见，若继续使用更高阶的多项式，优化参数继

续增加，而优化效果的改进量将变得更小。
在弦向和展向都采用 5 阶 Bernstein 多项式进

行机翼参数化时，优化机翼与初始机翼在不同子午

角 θ 下的激波阻力系数分布如图 4 所示。

图 4 优化机翼与初始机翼激波阻力系数分布对比

使用 ni = 5，nj = 5 的 Bernstein 多项式进行优化

后，优化机翼和初始机翼在各个展向位置的翼型对

比如图 5 所示。从图中可以看出，在内翼 ( 0 ＜ η ＜
0. 4) 部分后掠角 78°，马赫数 2. 0 的情况下是亚声

速前缘。优化后的翼型的厚度增加，最大厚度位置

提前，翼型靠近后缘位置的厚度也加厚，以补偿外翼

变薄后机翼减少的容积。机翼的亚声速前缘加厚并

不会产生较大的激波阻力。外翼( 0. 4 ＜ η ＜ 1. 0) 后

掠角为 45°，属于超声速前缘。优化后的外翼翼型

比原机翼翼型更薄，并且越靠近机翼外侧，翼型越

薄。这是因为在超声速条件下，薄翼型可以产生较

小的激波阻力。事实上，在不添加厚度约束的情况

下，由于原机翼外翼将会产生较大的激波阻力，优化

后的外翼会出现负厚度。
经过以上初步设计的超声速机翼如图 6 所示，

其在 Ma = 2. 0 状态下的超声速激波阻力已经显著

降低。这样优化设计后的机翼模型可以作为更详细

设计过程的初始模型，进入进一步的优化迭代过程，

图 5 优化机翼与初始机翼的翼型对比

从而得到性能更加优良的结果。

图 6 优化后的机翼三维模型

4 结 论

1) 在飞行器初始概念设计阶段，结合 CST 参数

化方法，对机翼使用 FCE 激波阻力优化方法进行快

速优化，可以在很大程度上降低机翼的超声速激波

阻力。
2) 使用基于 CST 参数化方法的 FCE 激波阻力

优化法进行机翼的超声速激波阻力优化过程中，表

示形状函数时，4 到 5 阶的 Bernstein 多项式就可以

达到要求。过高阶的多项式不仅可能带来病态问

题，增加设计参数与计算量，而且不会使优化结果有

大幅改善。
从 FCE 优化方法的计算过程可以看出，该方法

的应用并不仅仅局限于机翼厚度分布的优化计算。
任何可以用超声速面积率来计算超声速激波阻力的
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细长体外形，如超声速飞行器的机身和翼身组合体

等，都可以使用该方法进行修形，以达到降低激波阻

力的目的。使用 FCE 方法对机身和翼身组合体进

行激波阻力优化的方法，还有待进一步研究。
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Exploring Optimization of Supersonic Wing Thickness Distribution
Using FCE ( Far-field Composite Element) Method

Guan Xiaohui，Li Zhanke，Song Bifeng
( College of Aeronautics，Northwestern Polytechnical University，Xi'an 710072，China)

Abstract: Developed from the class shape transformation ( CST) geometric parameterization method，the FCE wave
drag optimization method is a new aerodynamic shape optimization method for supersonic aircraft． We use the CST
parameterization method to perform the shape parameterization of a typical and large swept wing model of a super-
sonic aircraft． Sections 1 and 2 of the full paper explain our exploration，whose core consists of: ( 1 ) under the
constraints of the total volume and local thicknesses of the swept wing，we carry out the quick optimization of the
wing thickness distribution，aiming to achieve minimum wave drag; ( 2) we use the supersonic area rule to calcu-
late the wave drag and to optimize the shape parameters of the swept wing with the Lagrange multiplier method，thus
requiring no iteration and reducing computation complexity． The optimization results，given in Table 1 and Figs． 4，

5 and 6，and their analysis show preliminarily that，compared with the baseline wing model，our optimization meth-
od can reduce the wave drag coefficient by 61%，thus being a useful method for aerodynamic shape optimization so
as to reduce the wave drag at the stage of the conceptual design of a supersonic aircraft．

Key words: algorithms，calculations，computational complexity，computational geometry，conceptual design，con-
strained optimization，drag coefficient，drag reduction，Lagrange multipliers，models，parameteriza-
tion，shape optimization，shock waves，supersonic aerodynamics，supersonic aircraft，swept wings，
thickness control，three dimensional，transport aircraft; Far-field Composite Element ( FCE) ，Class
Shape Transformation ( CST) ，wave drag
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