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摘　 要：抛光力是影响百页轮柔性抛光表面质量和效率的关键参数，而百页轮和工件的法向位移是影

响抛光力的直接因素，因此建立二者的关系模型十分重要和必要。 根据百页轮结构特性建立了其表

面磨粒分布函数；基于弹塑性接触理论得到单颗磨粒作用时抛光力和工件变形量的表达式，并根据百

页轮表面磨粒分布函数建立了抛光力和法向位移的关系模型；通过仿真和实验对所建立关系模型进

行验证。 结果表明：该关系模型可较好地体现柔性抛光过程中抛光力和法向位移的对应关系。

关　 键　 词：百页轮；柔性抛光力；法向位移；关系模型

中图分类号：Ｖ２６１．２＋５　 　 　 文献标志码：Ａ　 　 　 文章编号：１０００⁃２７５８（２０２２）０６⁃１３３５⁃０８

　 　 目前国内复杂薄壁曲面构件（如航空发动机整

体叶盘）的精密成形加工，大多采用球头铣刀与多

坐标数控点切触、行切铣削工艺，表面完整性无法满

足设计要求。 实验研究表明，五轴数控＋弹性磨具

（如百页轮）的柔性抛光工艺是提高复杂薄壁曲面

构件表面质量的有效方法之一。 尽管弹性磨具的弹

性变形可使磨具和复杂曲面实现良好接触，有效减

小抛光力变化及加工振动对抛光表面质量的影响，
但也导致抛光力处于动态变化状态。 抛光加工的特

点之一是只设定抛光力而不设定与磨削深度相对应

的磨削用量参数［１］，其值通过磨具与工件的法向位

移来调控。 因此，建立百页轮柔性抛光力与法向位

移的关系模型对抛光力、材料去除率和表面完整性

的控制具有重要意义。
目前，关于柔性抛光力的建模学者们开展了一

定研究，而针对抛光力及法向位移（磨具－工件法向

变形量）的研究较少。 Ｔａｎｇ 等［２］将磨削力分解为切

屑力与划擦力，依据剪切应力、应力变化率以及磨削

热对切屑的影响建立了切屑力模型，基于磨削参数

对摩擦因数影响规律分析建立了划擦力模型，最终

得到了磨削力数学模型。 Ｆｅｎｇ 等［３］基于 Ａｒｃｈａｒｄ 摩

擦学方程和具体工艺参数导出接触区域内平面和曲

面抛光的压力分布模型，并通过抛光实验进行验证。

Ｘｉａｎ 等［４］假定磨具与工件的接触应力符合三角函

数和二次分布，利用曲面积分方法建立了 ２ 种抛光

力模型，并通过抛光实验进行验证。 史永杰［５］ 基于

固体表面的接触理论及模型，在假设研抛头表面磨

粒高度服从高斯分布的基础上，建立了法向位移与

研抛力关系的理论模型，进而得到了力－位－姿耦合

模型。 黄智等［６］ 利用有限元方法得出砂带与工件

之间的压痕及实际接触面积，结合单位面积砂带磨

粒磨削 ＴＣ４ 数值模型仿真出磨削力，根据相关数据

算出待定参数，最后结合有效磨削面积预测砂带磨

削力。 淮文博等［７］ 通过正交试验和极差法确定了

影响抛光力的主要参数并利用正交试验得出了砂布

轮柔性抛光力的经验预测模型。
上述研究为复杂曲面柔性抛光的实际应用提供

了参考，本文在其基础上，基于弹塑性接触理论进行

单颗磨粒作用时抛光力及工件变形量研究，然后结

合百页轮表面磨粒分布函数建立了抛光力与法向位

移关系模型，最后通过数值仿真和抛光实验对所建

立关系模型的正确性进行验证。

１　 百页轮表面磨粒分布函数

百页轮是将砂带页片粘结固定在塑料芯轴上形
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成的一种涂附磨具，其磨料、磨粒大小和直径尺寸选

择自由度大，且外形还可根据需要进行修整。 百页

轮抛光具有柔性和可达性好、表面质量高和冷态抛

光等特点，非常适合抛光发动机整体叶盘等开敞性

差的复杂曲面构件（见图 １）。 由于百页轮表面磨粒

分布高低不齐（见图 ２），为了方便研究，考虑到静电

植砂特点及砂带页片的结构特性［８］，本文将百页轮

等效成如图 １ 所示的 ３ 层结构：中间层为具有良好

弹性的基体，基体表面为单层磨料且分布均匀，基体

内侧是刚性较好的塑料芯轴。
据此可得百页轮表面磨粒的凸出高度近似符

合正态分布［９⁃１０］ （见图 ３），其分布函数如（１）式所

示。 从（１）式可知，磨粒凸出高度的分布规律与磨

粒的平均大小及分布有关。

　 　 　 　 图 １　 百页轮结构及应用　 　 　 　 　 　 图 ２　 百页轮表面磨粒分布 图 ３　 百页轮表面磨粒凸出示意图
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式中： ｚ 为磨粒凸出高度；σ 为凸出高度标准差。
由图 ３ 可知，接触区同时切削的磨粒数量与工

件表面和参考平面的距离 ｚ０ 有关。 只有 ｚ ＞ ｚ０ 时，
磨粒与工件表面才开始接触，即二者之间的切入深

度或变形量为 δｍｗ ＝ ｚ － ｚ０。 假定每个磨粒都垂直于

基体、尖端向外且只有一个有效磨刃，则有效磨刃数

就等于表面磨粒。 同时假定磨粒间的平均间距等于

磨粒平均直径 ｄｍ。 由此可得百页轮表面单位面积

内参与接触的磨粒数（静态有效磨刃数）Ｎｓ 为

Ｎｓ ＝
１
ｄ２

ｍ
∫∞
ｚ０
ψ（ ｚ）ｄｚ （２）

式中， ｄｍ 为磨粒大小均值。
进而可得单位时间内经过接触区的动态有效磨

刃数 Ｎｄ 为［１１］

Ｎｄ ＝ ＶｓｂＮｓ ＝ πｎＤｂ
ｄ２

ｍ
∫∞
ｚ０
ψ（ ｚ）ｄｚ （３）

式中： Ｖｓ 为线速度；ｎ 为主轴转速；Ｄ 为百页轮直径；
ｂ 为百页轮和工件的接触宽度，平面抛光时为百页

轮宽度。

２　 抛光力与法向位移关系模型

２．１　 法向位移变化过程

在百页轮基体、磨粒和工件三者接触作用过程

中，假设百页轮表面磨粒没有磨损或脱落，基体和工

件通过磨粒进行抛光力的承担和传递。 在抛光力作

用下，开始时磨粒切入工件的深度很小，其表面仅产

生弹性变形；当抛光力逐渐增大，工件表面开始产生

塑性变形，随着抛光力持续增大，磨粒切入深度不断

增加，最终实现工件材料的切除。 由于力作用的相

互性以及百页轮基体的良好弹性，忽略百页轮基体

的塑性变形，仅考虑其弹性变形。

图 ４　 抛光过程法向位移的变化

综上可知，法向位移包含两部分：百页轮基体的

弹性变形量 δｅｂ，工件的弹、塑性变形量 δｅｗ，δｐ。 本文

先进行单颗磨粒和工件的接触作用过程研究，然后

进行抛光力和法向位移的关系模型研究。 为方便分

析，做如下假设：
１） 百页轮表面磨粒均为球形；
２） 由于磨粒硬度远大于工件硬度，故而忽略磨

粒变形对法向位移的影响；
３） 不考虑磨粒的磨损或脱落、环境温度和湿度

等变化的影响。

·６３３１·
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２．２　 抛光力与法向位移关系模型建立

２．２．１　 单颗磨粒作用时的抛光力与法向位移

磨粒和工件开始接触作用时，由于抛光力 Ｆｇｎｅ

较小，工件仅产生弹性变形， 如图 ５ 所示。 根据

Ｈｅｒｔｚ 弹性接触理论［１２］ 可知，抛光力 Ｆｇｎｅ 和弹性变

形量 δｅｗ 的表达式如（４）式所示。

图 ５　 单颗磨粒与工件的接触作用
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式中： Ｒ 为磨粒半径；Ｅｍｗ 为磨粒与工件的等效弹性

模量；Ｅｍ，Ｅｗ 分别为磨粒、工件材料的弹性模量；νｍ，
νｗ 分别为磨粒、工件材料的泊松比。

随着抛光力进一步增大，磨粒和工件之间的接

触变形由弹性变形逐渐转变为塑性变形。 相关研究

表明，磨粒与工件之间弹－塑性变形的临界条件如

（５）式所示［１３］。

ｐｅｗｍ ＝
Ｆｇｎｅ

Ａｇｅｗ

＝
４Ｅｍｗ

３π
δｅｗ

Ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２

＝
ＨＢｗ

３
（５）

式中： ｐｅｗｍ 为磨粒和工件之间的平均抛光压力；ＨＢｗ

为工件材料的布氏硬度。
由此可得，磨粒与工件之间由弹性变形向塑性

变形转变的临界变形量如（６） 式所示。 即当磨粒与

工件之间的变形量 δｍｗ ＜ δ０ 时，二者之间只产生弹

性变形，此时磨粒 － 工件变形量和工件的弹性变形

量大小相同，即 δｍｗ ＝ δｅｗ。

δ０ ＝ δｅｗｍａｘ ＝
π２Ｈ２

ＢｗＲ
１６Ｅ２

ｍｗ

（６）

　 　 研究表明，磨粒与工件发生完全塑性变形的临

界变形量为 δｃ ＝ １１０δ０
［１４］。 当 δｍｗ ≥ δｃ 时，磨粒与工

件之间发生完全塑性变形，二者之间的平均抛光压

力 ｐｐｍ 为一个恒值，其大小等于工件材料的布氏硬

度，即 ｐｐｍ ＝ ＨＢｗ。 由此可得，完全塑性变形阶段抛光

力 Ｆｇｎｐ 的计算公式如（７） 式所示［１５］。 此时，磨粒 －
工件变形量 δｍｗ 等于工件的塑性变形量 δｐ，即 δｍｗ ＝
δｐ。

Ｆｇｎｐ ＝ ＡｇｐＨＢｗ ＝ ２πＲＨＢｗδｐ （７）
式中， δｐ 为塑性变形量。

当 δ０ ≤ δｍｗ ＜ δｃ 时，工件弹性变形和塑性变形

并存，磨粒与工件间的接触面积Ａｅｐ 和平均抛光压力

ｐｅｐｍ 分别如（８） 和（９） 式所示［１６］。
Ａｅｐ ＝ πＲδｍｗ［１ ＋ ｆ（δｍｗ）］

ｆ（δｍｗ） ＝ － ２
δｍｗ － δ０

δｃ － δ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

＋ ３
δｍｗ － δ０

δｃ － δ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ì

î

í

ï
ï

ïï

（８）

ｐｅｐｍ ＝ ＨＢｗＫδ

Ｋδ ＝ １ － （１ － ｋｍｐ）
ｌｎδｃ － ｌｎδｍｗ

ｌｎδｃ － ｌｎδ０

ì

î

í

ïï

ïï

（９）

式中， ｋｍｐ 为平均抛光压力系数，本文取 ｋｍｐ ＝ １ ／ ３。
由此可得，弹塑性变形阶段抛光力 Ｆｇｎｅｐ 的表达

式如（１０） 式所示。 此时，磨粒 － 工件变形量为弹、
塑性变形量之和，即 δｍｗ ＝ δｅｗ ＋ δｐ。

Ｆｇｎｅｐ ＝ Ａｅｐｐｅｐｍ ＝ πＲＨＢｗＫδδｍｗ［１ ＋ ｆ（δｍｗ）］（１０）
２．２．２　 抛光力与法向位移关系模型

由于百页轮表面磨粒的凸出高度差异，不同磨

粒抛光作用不同。 凸出磨粒完成工件表面材料的切

削，作用过程历经弹性、弹塑性和完全塑性变形 ３ 个

阶段并产生切屑。 凸出高度较低或较钝的磨粒耕犁

工件，作用过程历经弹性和弹塑性变形 ２ 个阶段或

上述 ３ 个阶段（无切屑产生）。 而磨钝或相对凹下

的磨粒只是与工件表面产生滑擦，仅产生弹性变形。
考虑到接触区所有参与接触的磨粒对抛光力均有贡

献，抛光力的计算公式为

Ｆｎ ＝ ∑（Ｆｇｎｅ ＋ Ｆｇｎｅｐ ＋ Ｆｇｎｐ） （１１）

　 　 将（３）、（４）、（７）和（１０）式代入（１１）式可得接

触区总的抛光力，如（１２）式所示。 由（１２）式可知，
抛光力大小和同时参与切削的磨粒数量、磨粒切入

工件深度 （ ｚ － ｚ０）、主轴转速、磨粒大小等有关。

　 Ｆｎ ＝ πｎＤｂ
ｄ２

ｍ

４
３
ＥｍｗＲ

１
２ ∫ｚ０＋δ０

ｚ０
（ ｚ － ｚ０）

３
２ ψ（ ｚ）ｄｚ ＋{

　 　 ２πＨＢｗＲ∫＋∞

ｚ０＋δｃ
（ ｚ － ｚ０）ψ（ ｚ）ｄｚ ＋

·７３３１·
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　 　 πＲＫδＨＢｗ∫ｚ０＋δｃ
ｚ０＋δ０

［１ ＋ ｆ（ ｚ － ｚ０）］ψ（ ｚ）ｄｚ} （１２）

　 　 考虑到百页轮表面磨粒的受力平衡，根据Ｈｅｒｔｚ
接触理论可得百页轮的弹性变形量 δｅｂ 为

δｅｂ ＝
９Ｆ２

ｎ

１６ＲｅＥ２
ｗｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
３

（１３）

　 　 综上可知，磨具和工件之间总法向位移 δｔ 为

δｔ ＝ δｅｂ ＋ δｍｗ ＝
δｅｂ ＋ δｅｗ δｍｗ ＜ δ０

δｅｂ ＋ δｅｗ ＋ δｐ δ０ ≤ δｍｗ ＜ １１０δ０

δｅｂ ＋ δｐ δｍｗ ≥ １１０δ０

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１４）
２．３　 抛光力与法向位移关系模型仿真分析

以采用粒度 ２４０＃（ｄｍ 为 ５６．５ μｍ）的棕刚玉磨

粒的百页轮（直径 １６ ｍｍ，宽度 １２ ｍｍ）进行 ＴＣ４ 平

板试件抛光为例进行抛光力与法向位移的仿真分

析，主轴转速为 ７ ５００ ｒ ／ ｍｉｎ，其余仿真参数如表 １
所示。

表 １　 相关仿真参数［１７］

材料 弹性模量 Ｅ ／ ＧＰａ 泊松比 ν 布氏硬度 ＨＢｗ ／ ＧＰａ

基体 ０．０３ ０．０５

棕刚玉 ３９０ ０．２ ２０

ＴＣ４ １０９ ０．３３４ ３．４０

从图 ６ 可知，无论是单颗磨粒单独作用，还是接

触区所有磨粒共同作用，抛光力均随磨粒半径的增

大而增大（也即随粒度 Ｓ 的减小而增大），并且塑性

变形阶段抛光力远大于弹塑性阶段和弹性变形阶段

的抛光力。 另外，图 ６ｂ） 中当 Ｒ在 ２８ ～ ５８ μｍ 范围

内时，Ｆｎ 的变化曲线有一个凸峰，造成这一结果的

原因是： 当 Ｒ ＝ ３２ μｍ（Ｓ ＝ ２２０＃），３８．２５ μｍ（Ｓ ＝
１８０＃），４５ μｍ（Ｓ ＝ １５０＃） 时，磨粒大小标准差σ快速

增大并在 Ｒ ＝ ５８ μｍ（Ｓ ＝ １２０＃） 时回归正常。 由此

可见，σ对抛光力Ｆｎ 的变化有直接影响，由于σ越大

说明磨粒的等高性越差，可见磨粒等高性越好，抛光

力变化也越平稳。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 图 ６　 磨粒半径 Ｒ 对抛光力的影响 图 ７　 抛光力随法向位移的变化

　 　 从图 ７可知，磨粒与工件的接触作用过程中，抛
光力 Ｆｇｎ 随着磨粒 － 工件变形量 δｍｗ 的增大而增

大。 其中，在塑性变形阶段（δｍｗ ＞ δｃ），二者之间为

线性关系，并且在整个接触作用过程，弹性变形量远

小于塑性变形量，即 δｅｗｍａｘ ＝ δ０ ≪ δｐ，由此可得 δｍｗ ≈
δｐ，同时结合（７） 式，（１４） 式可简化为（１５） 式，也即

百页轮和工件间的总法向位移可以用百页轮的弹性

变形量和工件的塑性变形量之和来代替。

δｔ ≈ δｅｂ ＋ δｐ ≈
９Ｆ２

ｎ

１６ＲｅＥ２
ｗｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
３

＋
Ｆｎ

２πＲＨＢｗ
（１５）

　 　 从图 ８ 可知，当抛光力从小到大变化时，总法向

位移和磨具变形量也从小增大，并且增大趋势逐渐

趋缓，变化曲线近似为抛物线，同时工件塑性变形量

远小于磨具的弹性变形量和总法向位移，而法向位

移与工件弹性变形量大小十分接近。 故而，（１５）式
可进一步简化为（１６）式，即可用百页轮的弹性变形

量来代替百页轮和工件的总法向位移，这也为实际

抛光过程中通过调节百页轮变形量来进行抛光力控

制提供了有效的依据和支撑。

δｔ ≈ δｅｂ ＋ δｐ ≈ δｅｂ ＝
９Ｆ２

ｎ

１６ＲｅＥ２
ｗｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
３

（１６）

　 　 根据（１６）式可得抛光力和法向位移的关系式

如（１７）式所示。 由（１７）式可知，当磨具和工件材质

确定以后，抛光力和法向位移（磨具变形量）的 ３ ／ ２

·８３３１·
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图 ８　 法向位移随抛光力的变化

次方成正比，如图 ９ 所示。 从图 ９ 可知，抛光力随法

向位移的增大而增大，并且增大趋势逐渐加快，变化

曲线形状近似为抛物线。

Ｆｎ ＝ ＫＦδ
３
２
ｔ （１７）

式中， ＫＦ 为比例系数，大小为 ４ＥｗｂＲ３ ／ ２
ｅ 。

图 ９　 抛光力随法向位移的变化

３　 模型验证

３．１　 百页轮弹性变形量范围

通过抛光实验发现，当百页轮变形量较大也即

抛光力较大时，容易引起加工颤振。 因此，有必要确

定百页轮变形量 δ 的最大范围。 百页轮变形量范围

研究实验在作者所在团队研制的五轴联动数控抛光

机床上进行，如图 １０ 所示。
ＴＣ４ 平板试件下装有压力传感器并和显示仪相

连，用来读取抛光力数值。 抛光时将主轴旋转到水

平方向（与试件表面平行），然后沿 Ｚ 轴方向移动主

轴来调整法向位移。 假设百页轮和工件刚接触时法

向位移为 Ｚ０（百页轮变形量为 ０），调节后的 Ｚ 轴坐

标为 Ｚ１，则 ΔＺ ＝ Ｚ１ － Ｚ０ 即为百页轮的变形量。 由

于机床 Ｚ 轴平均运动误差为 ３．８５２ μｍ，故可以保证

法向位移精度。 百页轮粒度为 ２４０＃，直径 １６ ｍｍ，

图 １０　 百页轮变形量范围确定实验

实验主轴转速分别为 ４ ５００，６ ０００ 和 ７ ５００ ｒ ／ ｍｉｎ，磨
粒材质为棕刚玉，变形量范围为 ０ ～ ２ ｍｍ。 实验过

程中，分别测量不同百页轮变形量情况下抛光力的

最大值和最小值，将抛光力的最大－最小值之差 ΔＦｎ

作为抛光力的跳动量，实验结果如图 １１ 所示。

图 １１　 不同转速时抛光力的波动

从图 １１ 可知，当百页轮变形量 δ≤０．５ ｍｍ 时，
抛光力最大－最小值之差几乎为零，抛光力相对比

较稳定；当 ０．５＜δ≤１．３ ｍｍ 时，抛光力存在少量波

动；而当 δ＞１．３ ｍｍ 时，主轴颤振较大，抛光力波动

量比较大。 因此，当百页轮初始直径为 １６ ｍｍ 时，
百页轮的变形范围为 δ≤１．３ ｍｍ。
３．２　 抛光力与法向位移模型验证

为了验证磨粒粒度（半径）和法向位移对抛光

力的影响，选用 ３ 种不同的百页轮粒度，分别为：
１２０＃（Ｒ ＝ ５７． ７５ μｍ），２４０ ＃（Ｒ ＝ ２８． ２５ μｍ），４００ ＃
（Ｒ＝ ８．５ μｍ）。

为了提高验证结果的可靠性，选用３ 种不同的

主轴转速，具体为 ４ ５００，６ ０００ 和７ ５００ ｒ ／ ｍｉｎ。
当百页轮与工件刚接触时，抛光力与法向位移

均为 ０，百页轮变形量同样通过 Ｚ 向移动主轴来调

节，增量为 ０． １ ｍｍ， 百页轮变形量范围为 δ ≤
１．３ ｍｍ。 记录不同粒度和法向位移所对应的抛光

·９３３１·



西　 北　 工　 业　 大　 学　 学　 报 第 ４０ 卷

力，将抛光力最大值和最小值的平均值作为抛光力

的检测结果。 实验验证结果如图 １２～１３ 所示。

图 １２　 实验结果和理论结果对比

图 １３　 粒度和接触位移对抛光力的影响（ｎ＝ ７ ５００ ｒ ／ ｍｉｎ）

从图 １２ 可知，不同主轴转速时，抛光力均随百

页轮变形量的增大而增大，且实验曲线和理论曲线

变化趋势一致。 图 １２ 中实验结果小于理论结果，原
因在于模型推导过程中存在一定的假设和近似。 另

外，图 １２ 中 ｎ ＝ ４ ５００ 和 ６ ０００ ｒ ／ ｍｉｎ 的曲线存在一

定交叉，可能的原因是测量误差，但并不影响相关结

论的获得。
从图 １３ 可知，抛光力随百页轮粒度的减小而增

大，由于磨粒粒度和磨粒直径一一对应且呈反比，即

抛光力随着磨粒半径增大而增大，和 ２．３ 节仿真结

果相一致。 从图 １３ 还可知，抛光力随法向位移（百
页轮变形量）的增大而增大，并且增大趋势逐渐增

快，同时变化曲线近似为二次分布（图中虚线），亦
与 ２．３ 节仿真结果相符合。 从而证明本文所建抛光

力和法向位移关系模型的正确性。
另外，实验结果在磨粒半径从 ２８ 到 ５８ μｍ 变

化时，抛光力没有出现突变，和仿真结果不一致。 原

因在于：磨粒标准差一定程度上反映的是磨具表面

磨粒分布的等高性，而百页轮的结构特性提高了磨

粒的等高性，具体体现在 ２ 个方面：①百页轮的砂带

页片上的磨粒通常采用静电植砂方式，其表面磨粒

分布均匀且锋刃性好；②百页轮基体柔性良好，抛光

时少量突出的磨刃被压向砂带页片的粘接剂和基

材，进一步提高了同时参与切削作用磨刃的等高性，
这也体现了百页轮抛光的优越性。

４　 结　 论

１） 基于弹塑性接触理论分析单颗磨粒作用时

抛光力与工件变形量，结合百页轮表面磨粒分布函

数建立了抛光力和法向位移的关系模型，并通过数

值仿真和实验验证了所建模型的正确性。
２） 百页轮柔性抛光过程中的法向位移主要表

现为百页轮的弹性变形，抛光力随着法向位移的增

大而增大，且二者之间变化近似符合抛物线分布；磨
粒粒度是影响抛光力的重要参数，抛光力随着磨粒

粒度的增大而减小。
３） 本文所建抛光力和法向位移的关系模型不

仅为百页轮柔性抛光力及表面完整性控制提供了理

论支持，而且可为其他光整加工表面完整性的控制

提供方法借鉴。
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