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分布参数不确定性重要性分析的高效求积公式法

刘俊超， 李璐祎

（西北工业大学 航空学院， 陕西 西安　 ７１００７２）

摘　 要：参数重要性分析能够识别对输出性能有重要影响的关键参数，从而为结构系统的优化和设计

提供指导。 对于具有分布参数不确定性的结构系统，传统方法求解分布参数对输出特征值（如均值和

方差）的重要性测度指标需要 ３ 层抽样，此过程计算量巨大。 针对这一问题，提出了 ２ 种基于代理抽

样概率密度函数（ＳＳＰＤＦ）的分布参数不确定性重要性分析的高效求积公式方法：基于代理抽样概率

密度函数的双层求积公式方法（Ｓ⁃ＤＬＣＦ）和基于代理抽样概率密度函数的单层求积公式方法

（Ｓ⁃ＳＬＣＦ）。 所提方法利用求积公式有效地提高了分布参数重要性测度指标中嵌套的期望和方差算

子求解效率，并通过代理抽样概率密度函数解除了参数不确定性向输出特征值传递过程中计算量依

赖于参数维度的问题。 Ｓ⁃ＤＬＣＦ 充分利用了求积公式在求解输出统计矩时的高效性和准确性，而

Ｓ⁃ＳＬＣＦ通过扩展分布参数的维数来减少输出统计矩计算过程中的积分层数。 数值算例和工程算例验

证了 ２ 种新算法在参数重要性分析中的效率和精度。
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　 　 在工程实际中，由于生产水平、加工工艺等因素

的制约，结构系统的材料特性、结构尺寸和制造误差

等变量中广泛地存在多种不确定性［１］。 一般按照

不确定性的来源可将其分为 ２ 类：客观的不确定性

和主观的不确定性。 客观的不确定性与变量内在的

固有随机性有关，是不可缩减的固有属性，而主观的

不确定性与不完善的信息及有限的数据有关，可随

着认知的深入和数据的丰富而减小［２］。
灵敏度分析常常用来衡量模型输入不确定性对

模型输出不确定性的贡献程度［３］。 灵敏度分析分

为局部灵敏度分析和全局灵敏度分析。 其中，全局

灵敏度分析又被称为重要性测度分析，用来衡量变

量在其整个不确定性范围内变化时对输出性能统计

特征的贡献程度［４］。 目前国内外学者们对输入变

量的重要性测度分析方法做了大量的研究，比如

Ｓａｌｔｅｌｌｉ［５］提出了基于非参数的方法，Ｓｏｂｏｌ［６］ 提出了

基于方差的重要性分析方法，Ｂｏｒｇｏｎｏｖｏ［７］ 提出了矩

独立分析方法。 由于基于方差的重要性测度分析方

法具有模型独立、重要性测度与输入－输出关系一

一对应等良好的特性，是目前国际上最常使用的方

法之一［８］。
上述提到的重要性测度分析方法并没有考虑输

入变量分布参数的不确定性，但实际上由于认知和

测量水平的限制，输入变量的分布参数并非是确切

可知的，因此分布参数具有不确定性的重要性分析

方法得到了越来越多的关注［９］。 分布参数的不确

定性有多种描述方式，常见的有区间模型［１０］、模糊

集模型［１１］ 以及主观概率密度函数［１２］ 等。 对于存在

分布参数不确定性的情况，输入变量和分布参数的

不确定性传递过程可定性地描述为：分布参数→输

入变量→输出变量→输出性能统计特征。 因此分布

参数的不确定性会引起输出性能统计特征的不确定

性，这就要求在进行重要性分析时考虑分布参数在

其整个变化范围内对模型输出性能统计特征的
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影响。
对于分布参数具有不确定性的模型，本文借助

输入变量基于方差的重要性分析思想，建立了衡量

分布参数对输出统计矩影响的重要性测度指标，并
针对直接求解分布参数重要性测度指标需要 ３ 层蒙

特卡洛（Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ，ＭＣ）抽样，计算成本过高的问

题，提出 ２ 种基于代理抽样概率密度函数（ｓｕｒｒｏｇａｔｅ
ｓａｍｐｌｉｎｇ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ，ＳＳＰＤＦ） ［１３］ 的求

积公式（ ｃｕｂａｔｕｒｅ ｆｏｒｍｕｌａ，ＣＦ）方法来解决此问题。
所提分析方法首先将求积公式运用到分布参数不确

定性基于方差的重要性测度指标求解过程中，以提

高分布参数重要性测度指标中嵌套的期望和方差算

子的计算效率；其次，引入代理抽样概率密度函数方

法，以降低输入变量参数不确定性向输出性能统计

矩传递过程中的计算量；最后，将单层蒙特卡洛

（ｑｕａｓｉ⁃Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ，ＱＭＣ）方法［５］ 与求积公式相结

合，以降低重要性测度指标求解过程中嵌套的期望

和方差算子的计算量。

１　 分布参数基于方差的重要性测度
指标

当输入变量 Ｘ 的分布参数具有不确定性时，输
出的统计特征值也将具有不确定性。 衡量输入变量

的单个分布参数或多个分布参数的交互作用对模型

输出统计特征值（这里以均值、方差为例） 方差的贡

献程度，可以为改变分布参数以减小模型输出的不

确定度提供依据［１４］。
当输入变量Ｘ ＝ （Ｘ１，Ｘ２，…，ＸｄＸ） 的分布参数Θ

具有不确定性时，模型输出将同时具有主观不确定

和客观不确定，可表示为

Ｙ ＝ ｇ（Ｘ，Θ） （１）
式中， Θ ＝ （Θ１，Θ２，…，ΘｄΘ） 是输入变量 Ｘ 的 ｄΘ 维

相互独立的分布参数变量。 在本文中，参数的主观

不确定性用主观概率密度函数 ｆΘ（θ） 来描述［１２］。
当 Θ取某一特定值 θ（·） 时，输入变量 Ｘ 的不确定性

由条件概率密度函数 ｆＸ（ｘ θ（·）） 来衡量。
当输入变量 Ｘ 的分布参数 Θ具有不确定性时，

输出的均值和方差不再只受到输入变量Ｘ的不确定

性影响，而是可以描述为分布参数 Θ的函数

Ｍ ＝ ＥＸ（Ｙ Θ） ＝ ϕ（Θ） （２）
Ｄ ＝ ＶＸ（Ｙ Θ） ＝ ψ（Θ） （３）

　 　 因此，类似于输入变量的基于方差的重要性测

度的定义，分布参数 Θ分别对Μ和Ｄ的主重要性测

度和总重要性测度如（４） ～ （５） 式和（６） ～ （７） 式

所示

ＳｉＭ ＝
ＶΘｉ

［ＥΘ ～ ｉ
（Μ ｜ Θｉ）］

Ｖ（Μ）
（４）

ＳｉＤ ＝
ＶΘｉ

［ＥΘ ～ ｉ
（Ｄ ｜ Θｉ）］

Ｖ（Ｄ）
（５）

ＳＴ
ｉＭ ＝

ＥΘ ～ ｉ
［ＶΘｉ

（Ｍ Θ ～ ｉ）］
Ｖ（Ｍ）

＝ １ －
ＶΘ ～ ｉ

［ＥΘｉ
（Ｍ Θ ～ ｉ）］

Ｖ（Ｍ）
（６）

ＳＴ
ｉＤ ＝

ＥΘ ～ ｉ
［ＶΘｉ

（Ｄ Θ ～ ｉ）］
Ｖ（Ｄ）

＝ １ －
ＶΘ ～ ｉ

［ＥΘｉ
（Ｄ Θ ～ ｉ）］

Ｖ（Ｄ）
（７）

式中， Θ ～ ｉ ＝ （Θ１，…，Θｉ －１，Θｉ ＋１，…，ΘｄΘ） 是除了 Θｉ

以外的所有参数变量，主重要性测度 ＳｉＭ 和 ＳｉＤ 分别

表示参数变量 Θｉ 单独作用对输出均值 Μ 和方差 Ｄ
不确定性的贡献，总重要性测度 ＳＴ

ｉＭ 和 ＳＴ
ｉＤ 分别表示

参数变量 Θｉ 单独作用以及与其他所有参数变量的

交互作用对 Ｍ 和 Ｄ 不确定性的总贡献［１５］。

２　 分布参数基于方差的重要性测度指
标求解的高效方法

从（４） ～ （７）式可以看出，求解参数的重要性测

度指标的关键仍在于求解嵌套的期望和方差算子。
然而，不同于输入变量基于方差的重要性测度指标，
参数的重要性测度指标求解过程需要将参数的不确

定性传递到输出均值和方差，是一个分布参数 Θ和

输入变量 Ｘ 嵌套的双层抽样过程。 如果利用抽样

方法求解（４） ～ （７）式中指标，则整个过程是一个“３
层嵌套”的抽样过程，计算量太大难以为工程实际

所接受［１５］。 求积公式利用少量的积分点和权重便

能计算输出的均值和方差，并且对更高维度的输入

仍有良好的适用性与精确度［１６］。 Ｌｉ 等［１３］ 提出的代

理抽样概率密度函数方法可以将参数不确定性向输

出均值和方差传递过程中的双层抽样简化为单层，
在很大程度上提高了参数不确定性传递的效率。 因

此，本文将 ＣＦ 和 ＳＳＰＤＦ 引入到参数的重要性分析

中，首先提出了参数重要性测度指标求解的 Ｓ⁃ＤＬＣＦ
算法，然后再结合 ＱＭＣ 方法，提出了 Ｓ⁃ＳＬＣＦ 算法。

·３１２１·
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２．１　 求积公式

对于一个模型 Ｚ ＝ φ（Θ）（Ｚ 可以是（２） 式中的

均值 Ｍ 或（３） 式中的方差 Ｄ），由于 ＣＦ 估计统计矩

是在标准正态空间中进行的［１７］， 因此首先通过

Ｒｏｓｅｎｂｌａｔｔ变换或Ｎａｔａｆ变换将该模型转化为独立标

准正态变量 λ ＝ （λ １，λ ２，…，λ ｄΘ） 的一个函数［１８］

Ｚ ＝ φ（Θ） ＝ φ（Ｒ －１（λ）） ＝ ρ（λ） （８）
式中， Ｒ －１（·） 表示 Ｒｏｓｅｎｂｌａｔｔ 变换或 Ｎａｔａｆ 变换；
ρ（λ） 表示独立标准正态变量 λ 的多元函数。

因此，根据（８） 式，Ｚ 的一阶和二阶中心距，也
即 Ｚ 的期望和方差，可以表示为

μＺ ＝ ∫＋∞

－∞
ρ（λ） ｆλ（λ）ｄλ （９）

σ２
Ｚ ＝ ∫＋∞

－∞
（ρ（λ） － μＺ） ２ ｆλ（λ）ｄλ （１０）

式中， ｆλ（λ） 表示独立标准正态变量 λ 的联合概率

密度函数。
根据求积公式的理论，（９） ～ （１０） 式中的积分

可利用少量合适的积分点和相应的积分权重高效地

计算得出，可以表示为［１９］

μＺ ＝ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ω ｊρ（λｊ） （１１）

σ２
Ｚ ＝ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ω ｊ（ρ（λｊ） － μＺ） ２ （１２）

式中， Ｎ 是求积权重 ω ｊ 与相应的积分点 λ ｊ 的数

目。
Ｘｕ 等［１８］已经证明了 ＣＦ 能够精确估计大多数

问题中函数的一阶矩和二阶矩。 表 １ ～ ２ 中列出了

目前已知的最有效的 ５ 类求积公式，从其中可以看

出，ＣＦ 所需的积分点个数与变量维数有关且呈二次

增长关系。
表 １　 公式Ⅰ～Ⅳ的积分点个数［１８］

方法 积分点的个数

公式Ⅰ ｄ２
Θ ＋ ｄΘ ＋ ２，２ ≤ ｄΘ ≤ ７

公式 Ⅱ ｄ２
Θ ＋ ３ｄΘ ＋ ３，ｄΘ ＞ ３

公式 Ⅲ ２ｄ２
Θ ＋ １

公式 Ⅳ ２ｄ２
Θ ＋ １

表 ２　 公式Ⅴ中的积分点个数［１８］

维度 ｄΘ 数目

３ １４
４ ２４
５ ４２
６ ４４

维度 ｄΘ 数目

７ ７８
８ １４４
９ １４６
１０ ２７６

　 　 对于中低等维度变量，积分点的个数只有几十

个或几百个，体现出了高效性［１９］。 公式Ⅰ、Ⅱ和Ⅴ
受限于变量维度，公式Ⅳ的计算误差随变量维数的

增加而增加，公式Ⅲ的计算误差相比较而言更加

稳定［１６］。
因此，本文选择公式Ⅲ计算嵌套的期望和方差，

其表示形式为

Ｉ（ ｒ） ＝ ２
ｄΘ ＋ ２

ｒ（０） ＋

　
４ － ｄΘ

２（ｄΘ ＋ ２） ２ ∑
ｆｕｌｌ ｓｙｍ

ｒ（ ｄΘ ＋ ２ ，０，…，０） ＋

　 １
（ｄΘ ＋ ２） ２ ∑

ｆｕｌｌ ｓｙｍ
ｒ ｄΘ

２
＋ １ ，

ｄΘ

２
＋ １ ，０，…，０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

（１３）
式中： Ｉ（·） 表示积分的简写；如果考虑（１１） 式中 μＺ

及（１２） 式中 σ ２
Ｚ，则 ｒ（·） 分别为 ρ（λ） 和（ρ（λ） －

μＺ） ２。
２．２　 代理抽样概率密度函数方法

２．１ 节中的求积公式方法可以高效地求解（４）
～（７）式中嵌套的期望和方差算子。 然而，在求解过

程中首先需要将参数 Θ 的不确定性传递到输出的

均值和方差，该过程需要双层嵌套的输入变量 Ｘ 和

参数Θ抽样。 为解决计算成本昂贵的问题，Ｌｉ等［１３］

提出了代理抽样概率密度函数方法。
考虑 （８） 式中的输出均值模型， 通过引入

ＳＳＰＤＦ ｈＸ（ｘ ｜ θ∗），可将输出均值 Ｍ 表示为

Ｍ ＝ ＥＸ（Ｙ ｜ Θ） ＝ ∫
ＲｄＸ

ｇ（Ｘ） ｆＸ（ｘ θ）ｄｘ ＝

　 ∫
ＲｄＸ

ｇ（Ｘ）
ｆＸ（ｘ θ）
ｈＸ（ｘ θ∗）

ｈＸ（ｘ θ∗）ｄｘ ＝

　 Ｅ∗
Ｘ ｇ（Ｘ）

ｆＸ（ｘ θ）
ｈＸ（ｘ θ∗）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（１４）

式中， ＲｄＸ 为 ｄＸ 维输入变量的空间；ｆＸ（ｘ θ） 为在分

布参数条件下输入变量 Ｘ 的概率密度函数；Ｅ∗
Ｘ ［·］

表示关于代理抽样概率密度函数求均值。
根据方差的计算式 Ｖ（Ｙ） ＝ Ｅ（Ｙ２） － Ｅ２（Ｙ），（９）

式中的输出方差模型引入 ＳＳＰＤＦ ｈＸ（ｘ θ∗） 后，可
将输出方差 Ｄ 表示为

Ｄ ＝ ＶＸ（Ｙ Θ） ＝ ＥＸ（Ｙ２ Θ） － Ｅ２
Ｘ（Ｙ Θ） ＝

　 Ｅ∗
Ｘ ｇ２（Ｘ）

ｆＸ（ｘ θ）
ｈＸ（ｘ θ∗）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
－ Ｅ∗２

Ｘ ｇ（Ｘ）
ｆＸ（ｘ θ）
ｈＸ（ｘ θ∗）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（１５）

·４１２１·
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　 　 由（１４） ～ （１５）式可知，当在输出均值和方差函

数的计算过程中引入 ＳＳＰＤＦ ｈＸ（ｘ θ∗） 时，输入变

量 Ｘ 是由含有确定参数 θ∗ 的 ＳＳＰＤＦ ｈＸ（ｘ θ∗） 产

生，不依赖于真实的分布参数。 因此，在计算Ｍ和Ｄ
时，分布参数 Θ 在外层变化，内层所产生的输入变

量 Ｘ 的样本可重复使用。
采用（１４） ～ （１５） 式计算 Ｍ 和 Ｄ 时，ＳＳＰＤＦ

ｈＸ（ｘ θ∗） 的选取是关键。 文献［１３］ 指出，当输入

变量 Ｘ 随其具有不确定性的分布参数 Θ 改变时，
ｈＸ（ｘ θ∗） 应该覆盖输入变量 Ｘ 的整个变化范围。
一种简单而直接的方法是，根据分布参数 Θ的变化

范围确定相应的输入变量 Ｘ 的极限分布，然后根据

输入变量 Ｘ 的极限分布确定 ＳＳＰＤＦ ｈＸ（ｘ θ∗）。 具

体的选取方法可参考文献［１３］。
２．３　 基于代理抽样概率密度函数的双层求积公式

（Ｓ⁃ＤＬＣＦ）算法

将（２） ～ （３）式中的输出期望和方差模型统一

表示为 ２．１ 节提到的 Ｚ ＝ φ（Θ），参数 Θ的不确定性

可以通过 ２．２ 节的代理抽样概率密度方法传递到输

出Ｚ。 从（４） ～ （７） 式可以看出，求解重要性测度指

标的 关 键 是 计 算 分 布 参 数 对 Ｚ 方 差 的 贡 献

ＶΘｉ
［ＥΘ ～ ｉ

（Ｚ Θｉ）］ 和 ＶΘ ～ ｉ
［ＥΘｉ

（Ｚ Θ ～ ｉ）］，而这些方

差贡献均是期望和方差算子的嵌套。 由于该算法的

双层嵌套过程较长，将其分为两部分进行描述。
首先，求解 ＳｉＺ，也即通过 Ｓ⁃ＤＬＣＦ求解分布参数

Θｉ 对 Ｚ 的主重要性测度，其基本步骤如下所示［１９］

１） 估计无条件期望 Ｅ（Ｚ） 和方差 Ｖ（Ｚ）
①根据求积公式Ⅲ产生 ｄΘ 维分布参数的积分

点 ξ ｄΘ
ｌ （ ｌ ＝ １，…，ＮｄΘ

Θ ） 和相应的权重 ω ｌ（ ｌ ＝ １，…，
ＮｄΘ

Θ ）。 通过 Ｒｏｓｅｎｂｌａｔｔ 变换或 Ｎａｔａｆ 变换将 ξ ｄΘ
ｌ （ ｌ ＝

１，…，ＮｄΘ
Θ ） 变换到原模型空间得到 θｄΘ

ｌ （ ｌ ＝ １，
…，ＮｄΘ

Θ ）。
②根据 ２．２节方法确定 ＳＳＰＤＦ ｈＸ（ｘ θ∗），并由

ｈＸ（ｘ θ∗） 抽取输入变量 Ｘ 的 ＮＸ 个样本 ｘｋ（ｋ ＝ １，
…，ＮＸ），进而求得相应的模型输出 Ｙ。

③根据 ｈＸ（ｘ θ∗），ｆＸ（ｘ θ） 和 Ｙ ＝ ｇ（ｘ） 的样本

ｈＸ（ｘｋ θ∗）（ｋ ＝ １，…，ＮＸ），ｆＸ（ｘｋ θ）（ｋ ＝ １，…，ＮＸ）
和 Ｙ ＝ ｇ（ｘｋ）（ｋ ＝ １，…，ＮＸ） 以及Θ的积分点 θｄΘ

ｌ （ ｌ ＝
１，…，ＮｄΘ

Θ ），利用（１４） 式或（１５） 式求解得到 Ｚ 的积

分点 ｚｌ（ ｌ ＝ １，…，ＮｄΘ
Θ ）。

④由 ｚｌ（ ｌ ＝ １，…，ＮｄΘ
Θ ） 和ω ｌ（ ｌ ＝ １，…，ＮｄΘ

Θ ） 利用

（１３） 式求解 Ｚ 的期望 Ｅ（Ｚ） 和方差 Ｖ（Ｚ）。

２） 估计 ＥΘ ～ ｉ
（Ｚ ｜ Θｉ） 和 ＶΘｉ

［ＥΘ ～ ｉ
（Ｚ ｜ Θｉ）］

① 根据求积公式 Ⅲ 产生一维分布参数的积分

点 ξ １
ｌ （ ｌ ＝ １，…，Ｎ１

Θ） 和相应的权重 ω ｌ（ ｌ ＝ １，…，
Ｎ１

Θ）。 通过Ｒｏｓｅｎｂｌａｔｔ变换或Ｎａｔａｆ变换将 ξ １
ｌ（ ｌ ＝ １，

…，Ｎ１
Θ） 变换到原模型空间得到 θ １

ｌ（ ｌ ＝ １，…，Ｎ１
Θ）。

②当参数Θｉ ＝ θ １
ｌ（ ｌ ＝ １，…，Ｎ１

Θ） 时，根据 ２．２ 节

方 法 确 定 新 的 ＳＳＰＤＦ ｈＸ（ｘ θ∗
～ ｉ，θ １

ｌ ）， 并 由

ｈＸ（ｘ θ∗
～ ｉ，θ １

ｌ ） 抽取输入变量 Ｘ 的 ＮＸ 个样本 ｘ′ｋ（ｋ ＝
１，…，ＮＸ），进而求得相应的模型输出 Ｙ′。

③ 根据求积公式 Ⅲ 产生 ｄΘ － １ 维分布参数的

积分点 ξ ｄΘ－１
ｌ （ ｌ ＝ １，…，ＮｄΘ－１

Θ ） 和相应的权重 ω ｌ（ ｌ ＝
１，…，ＮｄΘ－１

Θ ）。 通过 Ｒｏｓｅｎｂｌａｔｔ 变换或 Ｎａｔａｆ 变换将

ξ ｄΘ－１
ｌ （ ｌ ＝ １，…，ＮｄΘ－１

Θ ） 变换到原模型空间得到

θｄΘ－１
ｌ （ ｌ ＝ １，…，ＮｄΘ－１

Θ ）。
④ 根据 ｈＸ（ｘ θ∗

～ ｉ，θ １
ｌ ），ｆＸ（ｘ θ ～ ｉ，θ １

ｌ ） 和 Ｙ ＝
ｇ（ｘ） 的 样 本 ｈＸ（ｘ′ｋ θ∗

～ ｉ，θ １
ｌ ）（ｋ ＝ １，…，ＮＸ），

ｆＸ（ｘ′ｋ θ ～ ｉ，θ １
ｌ ）（ｋ ＝ １，…，ＮＸ） 和 Ｙ′ ＝ ｇ（ｘ′ｋ）（ｋ ＝ １，

…，ＮＸ） 以及 Θ ～ ｉ 的积分点 θｄΘ－１
ｌ （ ｌ ＝ １，…，ＮｄΘ－１

Θ ），
利用（１４） 或（１５） 式求解 ｚｌ（ ｌ ＝ １，…，ＮｄΘ－１

Θ ）。
⑤ 由 ｚｌ（ ｌ ＝ １，…，ＮｄΘ－１

Θ ） 和 ω ｌ（ ｌ ＝ １，…，ＮｄΘ－１
Θ ）

利用（１３） 式求解Ｚ的条件期望ＥΘ ～ ｉ
（Ｚ Θｉ ＝ θ １

ｌ ）（ ｌ ＝
１，…，Ｎ１

Θ）。
⑥ 条件期望ＥΘ ～ ｉ

（Ｚ ｜ Θｉ ＝ θ １
ｌ ）（ ｌ ＝ １，…，Ｎ１

Θ） 可

以看作是单变量Θｉ 的函数，由 ＥΘ ～ ｉ
（Ｚ Θｉ ＝ θ １

ｌ ）（ ｌ ＝
１，…，Ｎ１

Θ） 和 ω ｌ（ ｌ ＝ １，…，Ｎ１
Θ） 利用 （１９） 式求解

ＥΘｉ
［ＥΘ ～ ｉ

（Ｚ Θｉ）］ 和 ＶΘｉ
［ＥΘ ～ ｉ

（Ｚ Θｉ）］。
３） 将求得的 Ｖ（Ｚ） 和 ＶΘｉ

［ＥΘ ～ ｉ
（Ｚ Θｉ）］ 代入

（４） 或（５） 式中便可得到 ＳｉＺ。
类似地，求解 ＳＴ

ｉＺ，其基本步骤如下所示［１９］。
１） 和求解主重要性测度时的步骤 １） 相同。
２） 估计 ＶΘｉ

（Ｚ Θ ～ ｉ） 和 ＥΘ ～ ｉ
［ＶΘｉ

（Ｚ Θ ～ ｉ）］
① 根据求积公式 Ⅲ 产生 ｄΘ － １ 维分布参数的

积分点 ξ ｄΘ－１
ｌ （ ｌ ＝ １，…，ＮｄΘ－１

Θ ） 和相应的权重 ω ｌ（ ｌ ＝
１，…，ＮｄΘ－１

Θ ）。 将 ξ ｄΘ－１
ｌ （ ｌ ＝ １，…，ＮｄΘ－１

Θ ） 变换到原模

型空间得到 θｄΘ－１
ｌ （ ｌ ＝ １，…，ＮｄΘ－１

Θ ）。
②当参数Θｉ ～ ＝ θｄΘ－１

ｌ （ ｌ ＝ １，…，ＮｄΘ－１
Θ ） 时，根据

２．２ 节方法确定新的 ＳＳＰＤＦ ｈＸ（ｘ θ∗
ｉ ，θｄΘ－１

ｌ ），并由

ｈＸ（ｘ θ∗
ｉ ，θｄΘ－１

ｌ ） 抽取输入变量 Ｘ 的 ＮＸ 个样本

ｘ′ｋ（ｋ ＝１，…，ＮＸ），进而求得相应的模型输出 Ｙ′。
③ 根据求积公式 Ⅲ 产生一维分布参数的积分

点 ξ １
ｌ（ ｌ ＝ １，…，Ｎ１

Θ） 和相应的权重 ω ｌ（ ｌ ＝ １，…，
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Ｎ１
Θ）。 将 ξ １

ｌ（ ｌ ＝ １，…，Ｎ１
Θ） 变换到原模型空间得到

θ １
ｌ（ ｌ ＝ １，…，Ｎ１

Θ）。
④ 根据 ｈＸ（ｘ θ∗

ｉ ，θｄΘ－１
ｌ ），ｆＸ（ｘ θ ｉ，θｄΘ－１

ｌ ） 和 Ｙ ＝
ｇ（ｘ） 的 样 本 ｈＸ（ｘ′ｋ θ∗

ｉ ，θｄΘ－１
ｌ ）（ｋ ＝ １，…，ＮＸ），

ｆＸ（ｘ′ｋ θ ｉ，θｄΘ－１
ｌ ）（ｋ ＝ １，…，ＮＸ） 和 Ｙ′ ＝ ｇ（ｘ′ｋ）（ｋ ＝ １，

…，ＮＸ） 以及 Θｉ 的积分点 θ １
ｌ（ ｌ ＝ １，…，Ｎ１

Θ），利用

（１４） 或（１５） 式求解 Ｚ 的积分点 ｚｌ（ ｌ ＝ １，…，Ｎ１
Θ）。

⑤ 由 ｚｌ（ ｌ ＝ １，…，Ｎ１
Θ） 和 ω ｌ（ ｌ ＝ １，…，Ｎ１

Θ） 利用

（１３） 式求解 Ｚ 的条件期望 ＥΘｉ
（Ｚ Θ ～ ｉ ＝ θｄΘ－１

ｌ ）（ ｌ ＝
１，…，ＮｄΘ－１

Θ ） 和条件方差 ＶΘｉ
（Ｚ Θ ～ ｉ ＝ θｄΘ－１

ｌ ）（ ｌ ＝ １，
…，ＮｄΘ－１

Θ ）。

⑥ 由 ＶΘｉ
（Ｚ Θ ～ ｉ ＝ θｄΘ－１

ｌ ）（ ｌ ＝ １，…，ＮｄΘ－１
Θ ） 和

ω ｌ（ ｌ ＝ １，…，ＮｄΘ－１
Θ ） 利用（１３） 式求解 ＥΘ ～ ｉ

［ＶΘｉ
（Ｚ

Θ ～ ｉ）］。
３） 将求得的 Ｖ（Ｚ） 和 ＥΘ ～ ｉ

［ＶΘｉ
（Ｚ Θ ～ ｉ）］ 代入

（６） 或（７） 式便可得到 ＳＴ
ｉＺ。

２．４　 基于代理抽样概率密度函数的单层求积公式

（Ｓ⁃ＳＬＣＦ）算法

该算法将 ＱＭＣ 方法［５］ 的思想引入到求解嵌套

的期望与方差中。 对于模型 Ｚ ＝ φ（Θ），以方差贡献

ＶΘｉ
［ＥΘ ～ ｉ

（Ｚ Θｉ）］ 和 ＶΘ ～ ｉ
［ＥΘｉ

（Ｚ Θ ～ ｉ）］ 为例，准蒙

特卡洛法求解嵌套期望和方差可表示为

ＶΘｉ
［ＥΘ ～ ｉ

（Ｚ Θｉ）］ ＝ ＥΘｉ
［Ｅ２

Θ ～ ｉ
（Ｚ Θｉ）］ － Ｅ２

Θｉ
［ＥΘ ～ ｉ

（Ｚ Θｉ）］ ＝ ∫
Ｒ１
∫
ＲｄΘ－１

φΘ ～ ｉ
（θ ～ ｉ） ｆΘ ～ ｉ

（θ ～ ｉ）ｄθ ～ ｉ[ ]
２
·

　 ｆΘｉ
（θｉ）ｄθｉ － Ｅ２（Ｚ） ＝ ∫

Ｒ１
[∫

ＲｄΘ－１
φΘ ～ ｉ

（θ ～ ｉ） ｆΘ ～ ｉ
（θ ～ ｉ）ｄθ ～ ｉ × ∫

ＲｄΘ－１
φΘ ～ ｉ

（θ′～ ｉ） ｆΘ ～ ｉ
（θ′～ ｉ）ｄθ′～ ｉ ]· （１６）

　 ｆΘｉ
（θｉ）ｄθｉ － Ｅ２（Ｚ） ＝ ∫

Ｒ２ｄΘ－１
φΘ（θ）φΘ ～ ｉ

（θ′～ ｉ）·ｆΘ（θ） ｆΘ ～ ｉ
（θ′～ ｉ）ｄθｄθ′～ ｉ － Ｅ２（Ｚ） ＝ Ｅ［Ｇ（Θ）］ － Ｅ２（Ｚ）

式中， θ ～ ｉ 和 θ′～ ｉ 是由条件概率密度函数 ｆΘ ～ ｉ
（θ ～ ｉ）

产 生 的 ２ 组 不 同 的 条 件 样 本 点，Ｇ（Θ） ＝
φΘ（θ）φΘ ～ ｉ

（θ′～ ｉ）。 对于（１６） 式中模型 Ｚ ＝ φ（Θ）
的条件输出的求解仍可利用（１４） 或（１５） 式的代理

抽样概率密度函数方法。
根据（１６） 式，通过将积分维度从 ｄΘ 维扩展到

２ｄΘ － １ 维，可将（１０） 式或（１１） 式中的双层嵌套积

分简 化 为 单 层 积 分， 只 需 要 分 别 估 计 期 望

Ｅ［Ｇ（Θ）］ 和 无 条 件 期 望 Ｅ（Ｚ） 便 可 得 到

ＶΘｉ
［ＥΘ ～ ｉ

（Ｚ Θｉ）］，进而可得主重要性测度，这大大

简化了求解过程。
同样地，求解 ＶΘ ～ ｉ

［ＥΘｉ
（Ｚ Θ ～ ｉ）］ 可被简化为

ＶΘ ～ ｉ
［ＥΘｉ

（Ｚ Θ ～ ｉ）］ ＝ ∫
ＲｄΘ－１

∫
Ｒ１
φΘｉ

（θｉ） ｆΘｉ
（θｉ）ｄθｉ[ ]

２
ｆΘ ～ ｉ

（θ ～ ｉ）ｄθ ～ ｉ － Ｅ２（Ｚ） ＝

　 ∫
ＲｄΘ＋１

φΘ（θ）φΘｉ
（θ′ｉ ） ｆΘ（θ） ｆΘｉ

（θ′ｉ ）ｄθｄθ′ｉ － Ｅ２（Ｚ） ＝ Ｅ［Ｇ′（Θ）］ － Ｅ２（Ｚ） （１７）

式中， Ｇ′（Θ） ＝ φΘ（Θ）φΘｉ
（Θ′ｉ ）。 利用（１７） 式求解

ＶΘ ～ ｉ
［ＥΘｉ

（Ｚ Θ ～ ｉ）］，关键是分别求解 ｄΘ ＋ １ 维函数

Ｇ′（Θ） 的期望 Ｅ［Ｇ′（Θ）］。
利用 Ｓ⁃ＳＬＣＦ方法求解分布参数Θｉ 对 Ｚ的主重

要性测度和总重要性测度的基本步骤为：
１） 根据求积公式 Ⅲ 产生 ２ｄΘ 维分布参数的积

分点 ξ ２ｄΘ
ｌ （ ｌ ＝ １，…，Ｎ２ｄΘ

Θ ） 和相应的权重ω ｌ（ ｌ ＝ １，…，
Ｎ２ｄΘ

Θ ）。 将 ξ ２ｄΘ
ｌ （ ｌ ＝ １，…，Ｎ２ｄΘ

Θ ） 分解为三部分：前（１
～ ｄΘ） 维记为 ξ ｄΘ

ｌ （ ｌ ＝ １，…，Ｎ２ｄΘ
Θ ），第（ｄΘ ＋ １ ～ ２ｄΘ

－ １） 维记为 ξ ｄΘ－１
ｌ （ ｌ ＝ １，…，Ｎ２ｄΘ

Θ ），第 ２ｄΘ 维记为

ξ １
ｌ（ ｌ ＝ １，…，Ｎ２ｄΘ

Θ ）。
２） 将 ξ ｄΘ

ｌ （ ｌ ＝ １，…，Ｎ２ｄΘ
Θ ），ξ ｄΘ－１

ｌ （ ｌ ＝ １，…，Ｎ２ｄΘ
Θ ）

和 ξ １
ｌ（ ｌ ＝ １，…，Ｎ２ｄΘ

Θ ） 分别变换到原模型空间得到

θｄΘ
ｌ （ ｌ ＝ １，…，Ｎ２ｄΘ

Θ ），θｄΘ－１
ｌ （ ｌ ＝ １，…，Ｎ２ｄΘ

Θ ） 和 θ １
ｌ（ ｌ ＝

１，…，Ｎ２ｄΘ
Θ ），并将 θｄΘ

ｌ 表示为（θ ｄΘ
ｉ，ｌ ，θｄΘ

～ ｉ，ｌ）。
３） 根据 ２．２ 节确定相应的 ＳＳＰＤＦ ｈＸ（ｘ θ∗），

用 ｈＸ（ｘ θ∗） 抽取输入变量Ｘ的ＮＸ 个样本 ｘｋ（ｋ ＝ １，
…，ＮＸ），进而求得相应的模型输出 Ｙ。

４） 根据 ｈＸ（ｘ θ∗），ｆＸ（ｘ θ） 和Ｙ ＝ ｇ（ｘ） 的样本

ｈＸ（ｘｋ θ∗）（ｋ ＝ １，…，ＮＸ），ｆＸ（ｘｋ θ）（ｋ ＝ １，…，
ＮＸ），Ｙ ＝ ｇ（ｘｋ）（ｋ ＝ １，…，ＮＸ） 和Θ的积分点 θｄΘ

ｌ （ ｌ ＝
１，…，Ｎ２ｄΘ

Θ ），利用（１４） 式或（１５） 式求解Ｚ的积分点

ｚｌ（ ｌ ＝ １，…，Ｎ２ｄΘ
Θ ）。

５） 由 ｚｌ（ ｌ ＝ １，…，Ｎ２ｄΘ
Θ ） 和权重 ω ｌ（ ｌ ＝ １，…，
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Ｎ２ｄΘ
Θ ） 利用 （１３） 式求解 Ｚ 的期望 Ｅ（Ｚ） 和 方

差 Ｖ（Ｚ）。
６） 当Θ ＝ （θｄΘ－１

ｌ ，θ ｄΘ
ｉ，ｌ ）（ ｌ ＝ １，…，Ｎ２ｄΘ

Θ ） 时，根据

样 本 ｈＸ（ｘｋ θ∗）（ｋ ＝ １，…，ＮＸ），ｆＸ（ｘｋ θｄΘ－１
ｌ ，

θ ｄΘ
ｉ，ｌ ）（ｋ ＝１，…，ＮＸ），Ｙ ＝ ｇ（ｘｋ）（ｋ ＝ １，…，ＮＸ） 和积

分点（θｄΘ－１
ｌ ，θ ｄΘ

ｉ，ｌ ）（ ｌ ＝ １，…，Ｎ２ｄΘ
Θ ），利用（１４） 或（１５）

式求解 ｚ′～ ｉ，ｌ（ ｌ ＝ １，…，Ｎ２ｄΘ
Θ ）。

７） 由 ｚｌ（ ｌ ＝ １，…，Ｎ２ｄΘ
Θ ） 和 ｚ′～ ｉ，ｌ（ ｌ ＝ １，…，Ｎ２ｄΘ

Θ ）
以及相应的权重 ω ｌ（ ｌ ＝ １，…，Ｎ２ｄΘ

Θ ），利用（１３） 式求

解函数Ｇ（Θ）＝ φ（θ）φΘ ～ ｉ
（θ′～ ｉ） 的期望Ｅ［Ｇ（Θ）］。

８） 将 Ｅ［Ｇ（Θ）］ 和 Ｅ（Ｚ） 代入到式（１６） 中得

到 ＶΘｉ
［ＥΘ ～ ｉ

（Ｚ Θｉ）］，将该结果及步骤 ５） 中求得的

Ｖ（Ｚ） 代入到（４） 式或（５） 式中得到 ＳｉＺ。
９） 当Θ ＝ （θ １

ｌ ，θｄΘ
～ ｉ，ｌ）（ ｌ ＝ １，…，Ｎ２ｄΘ

Θ ） 时，根据样

本 ｈＸ（ｘｋ θ∗）（ｋ ＝ １，…，ＮＸ），ｆＸ（ｘｋ θ １
ｌ ，θｄΘ

～ ｉ，ｌ）（ｋ ＝
１，…，ＮＸ） 和 Ｙ ＝ ｇ（ｘｋ）（ｋ ＝ １，…，ＮＸ） 以及积分点

（θ １
ｌ ，θｄΘ

～ ｉ，ｌ）（ ｌ ＝ １，…，Ｎ２ｄΘ
Θ ），利用（１４） 或（１５） 式求

解 ｚ′ｉ，ｌ（ ｌ ＝ １，…，Ｎ２ｄΘ
Θ ）。

１０） 由 ｚｌ（ ｌ ＝ １，…，Ｎ２ｄΘ
Θ ） 和 ｚ′ｉ，ｌ（ ｌ ＝ １，…，Ｎ２ｄΘ

Θ ）
以及相应的权重 ω ｌ（ ｌ ＝ １，…，Ｎ２ｄΘ

Θ ），利用（１３） 式求

解函数 Ｇ′（Θ） ＝ φ（θ）φΘｉ
（θ′ｉ ） 的期望 Ｅ［Ｇ′（Θ）］。

１１） 将 Ｅ［Ｇ′（Θ）］ 和 Ｅ（Ｚ） 代入到（１７） 式中得

到 ＶΘ ～ ｉ
［ＥΘｉ

（Ｚ Θ ～ ｉ）］，将结果及步骤 ５） 中求得的

Ｖ（Ｚ） 代入到（６） 或（７） 式中得到 ＳＴ
ｉＺ。

２．５　 ２ 种算法的比较

将 ２．３ 节和 ２．４ 节对比来看，２ 种新方法都利用

了求积公式求解积分时的高效性和准确性，Ｓ⁃ＳＬＣＦ
比 Ｓ⁃ＤＬＣＦ 更加简洁明了，这是因为 Ｓ⁃ＤＬＣＦ 分两部

分求解主和总重要性测度，而 Ｓ⁃ＳＬＣＦ 只需要单层抽

样便可求得这 ２ 个指标。 另外，在求解 ＳｉＺ 和 ＳＴ
ｉＺ时，

Ｓ⁃ＤＬＣＦ和 Ｓ⁃ＳＬＣＦ所需要调用功能函数的次数分别

为（Ｎ１
Θ ＋ ＮｄΘ－１

Θ ） × ｄΘ × ＮＸ ＋ ＮＸ 和 ＮＸ。

３　 算例分析

在本节的算例计算过程中，为了验证所提方法

的效率和精度，以 ＭＣ 方法所得结果作为参考

解［２０］，以 ＱＭＣ 方法所得结果作为对比解。 在求解

分布参数的主重要性测度指标和总重要性测度指标

时，ＭＣ 方法的模型调用次数为 ｄΘ × ＮΘ × ＮΘ × ＮＸ，
ＱＭＣ方法的模型调用次数为（ｄΘ ＋ ２） × ＮΘ × ＮＸ，其
中ＭＣ方法中的样本量统一为ＮＸ ＝ ＮΘ ＝ ２ ５００，ＱＭＣ
方法中的样本量统一为 ＮＸ ＝ ＮΘ ＝ ３０ ０００，以保证所

求的重要性测度指标收敛。
３．１　 可加性非线性模型

考虑非线性程度较小的功能函数 ｇ（Ｘ） ＝ ４０ －
１８Ｘ１ ＋ Ｘ２

２ ＋ Ｘ２ ＋ Ｘ２
３ ＋ ５Ｘ３。 其中输入变量 Ｘ１，Ｘ２ 和

Ｘ３ 相互独立且服从同一均值为 μ，标准差为 １ 的正

态分布，同时分布参数具有不确定性且服从正态分

布，即 μ ｉ ～ Ｎ（４，１２）（ ｉ ＝ １，２，３）。
根据 ＳＳＰＤＦ 的选取原则，该算例中选取 ＳＳＰＤＦ

为正态分布 Ｎ（４，２２） 来抽取输入变量 Ｘ 的样本。
２ 种所提方法计算得到的重要性测度指标如表

３ 所示，ｅＱＭＣ，ｅＳ⁃ＤＬＣＦ，ｅＳ⁃ＳＬＣＦ 分别表示各方法相对于

ＭＣ 方法得到的参考解的相对误差。 其中，４ 种方法

的计算量分别为 ３ ×（２ ５００） ３，５ ×（３０ ０００） ２，３７ ×
１ ０００，５ ０００。

表 ３　 算例 ３．１ 的重要性测度指标的计算结果

重要性指标 ＭＣ ＱＭＣ ｅＱＭＣ ／ ％ Ｓ⁃ＤＬＣＦ ｅＳ⁃ＤＬＣＦ ／ ％ Ｓ⁃ＳＬＣＦ ｅＳ⁃ＳＬＣＦ ／ ％

ＳｉＭ

μ１ ０．５６４ ７８ ０．５５５ ９７ １．５６ ０．５６４ ７０ ０．０１ ０．５６４ ３１ ０．０８
μ２ ０．１４０ ３３ ０．１３８ ８０ １．０９ ０．１３９ ５０ ０．５９ ０．１４１ ７０ ０．９８
μ３ ０．２８９ ７８ ０．２８８ ２２ ０．５４ ０．２８８ ８０ ０．３４ ０．２９１ ４０ ０．５６

ＳＴ
ｉＭ

μ１ ０．５６２ ３９ ０．５６２ ５２ ０．０２ ０．５６４ ０８ ０．３０ ０．５６２ ０５ ０．０６
μ２ ０．１４０ １９ ０．１４０ ７１ ０．３７ ０．１４１ ３４ ０．８２ ０．１４０ ５６ ０．２６
μ３ ０．２８６ １５ ０．２７８ ７５ ２．５９ ０．２８５ １１ ０．３６ ０．２９１ ４０ １．８３

ＳｉＤ

μ１ ０．００３ ７０ ０．００５ ２８ ４２．５８ ０．００３ ６８ ０．６４ ０．００４ ０２ ８．３７
μ２ ０．３０５ ４２ ０．３０５ ３２ ０．０３ ０．３０４ ０３ ０．４５ ０．３０９ １１ １．２１
μ３ ０．６４２ １３ ０．６４１ ６４ ０．０８ ０．６４２ ２０ ０．０１ ０．６４１ ６９ ０．０７

ＳＴ
ｉＤ

μ１ ０．０５３ ３１ ０．０５４ ４４ ２．１１ ０．０５２ ２８ １．９３ ０．０５２ ６４ １．２６
μ２ ０．３７３ １５ ０．３８４ ３３ ３．００ ０．３７７ ３３ １．１２ ０．３７２ ８６ ０．０８
μ３ ０．６７５ ２３ ０．６８３ ４１ １．２１ ０．６７９ ９７ ０．７０ ０．６７９ ５２ ０．６４

·７１２１·
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　 　 从表 ３ 中可以看出，本文 ２ 种方法都在很大程

度上提高了重要性分析的计算效率，并且计算结果

与参考解吻合良好。 相比于 ＱＭＣ 方法，所提方法不

但提高了计算效率，并且具有更高的计算精度。 根

据参数对输出均值的重要性测度指标 ＳｉＭ 和 ＳＴ
ｉＭ，各

分布参数的重要性排序均为 μ １ ＞ μ ３ ＞ μ ２，这表明

在控制输出均值的稳定性时，应该注重对分布参数

μ １ 的主观信息收集；根据参数对输出方差的重要性

测度指标 ＳｉＤ 和 ＳＴ
ｉＤ，分布参数 μ ３ 对输出方差的影响

均为最大，μ ２ 次之，μ １ 最小，这表明在实际过程中，

通过对分布参数 μ ３ 的主观信息收集能够最大程度

地减小输出方差的变异性。
３．２　 铆接结构

在航空工业中，真实的铆接过程非常复杂，本文

以无头铆钉为例，将铆接过程简化为如图 １ 所示的

２ 个阶段。 第Ⅰ阶段中，铆钉从状态 Ａ（冲击前的初

始状态，无变形）到状态 Ｂ（中间状态，铆钉和孔隙

之间无缝隙）。 第Ⅱ阶段中，铆钉从状态 Ｂ 到状态 Ｃ
（铆钉受冲击后的最终状态，头部被加工成型）。

图 １　 简化的无头铆钉铆接过程

　 　 为了建立铆接过程中的铆钉挤压应力与几何尺

寸之间的数学关系，可以假设以下几个理想条件：
１） 铆接过程中铆钉孔直径不变

２） 铆钉体积的改变忽略不计

３） 铆接过程结束后，铆钉的受力面为圆柱面

４） 铆钉材料具有各向同性

铆接前，图 １ａ）中的状态 Ａ 下铆钉的初始体积

Ｖ０ 可以由（１８）式表示

Ｖ０ ＝ π
４
ｄ２ｈ （１８）

式中， ｄ和 ｈ分别表示状态Ａ下铆钉的直径和长度。
第Ⅰ阶段后，状态 Ｂ 下铆钉的体积可由（１９）式

表示为

Ｖ１ ＝ π
４
Ｄ２

０ ｈ１ （１９）

式中， Ｄ０ 和 ｈ１ 分别表示状态 Ｂ 下铆钉的直径和

长度。
第 Ⅱ 阶段后，假设铆钉在状态 Ｃ 下的上下表面

的尺寸相同，则状态 Ｃ 下铆钉的体积可由（２０）式表

示为

Ｖ２ ＝ π
４
Ｄ２

０ ｔ ＋ ２ × π
４
Ｄ２

１ Ｈ （２０）

式中： ｔ为薄壁件的整体厚度；Ｄ１ 和 Ｈ分别表示状态

Ｃ 下铆钉头的直径和长度。
根据硬化强度理论，ｙ 方向上的最大挤压应力

σｍａｘ 可以由（２１）式表示为

σｍａｘ ＝ Ｋ（εｙ） ｎＳＨＥ （２１）
式中： Ｋ 为强度系数；ｎＳＨＥ 为铆钉材料的硬化因子；
ε ｙ 为铆钉头在铆接过程中 ｙ方向上的真实应变。 真

实应变 ε ｙ 由第 Ⅰ 阶段中产生的应变 ε ｙ１ 和第 Ⅱ 阶

段中产生的应变 ε ｙ２ 组成，因此，ε ｙ 可由（２２） 式表示

为

εｙ ＝ εｙ１ ＋ εｙ２ （２２）

式中： ε ｙ１ ＝ ｌｎ ｈ
ｈ１

；ε ｙ２ ＝ ｌｎ
ｈ１ － ｔ
２Ｈ

。

已经假设铆钉在铆接过程中体积不变，由（１８）
～ （２２） 式可得铆钉的最大挤压应力可以由（２３） 式

表示为

σｍａｘ ＝ Ｋ ｌｎ
ｄ２ｈ － Ｄ２

０ ｔ
２Ｈｄ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎＳＨＥ

（２３）

　 　 本文选取的铆钉材料为 ２０１７⁃Ｔ４，其硬化指数

ｎＳＨＥ ＝ ０．１５。 为保证铆钉上下端有一定的余量，假设

铆钉头高度 Ｈ ＝ ２．２ ｍｍ。 根据材料手册，铆钉的挤

压强度为 σｓｑ ＝ ５６５ ＭＰａ，如果最大挤压应力大于挤

压强度，铆钉就可能会失效，因此可以建立极限状态

方程如（２４）式所示

·８１２１·
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ｇ ＝ σｓｑ － σｍａｘ （２４）
　 　 在整个铆接过程中，假设各随机变量之间相互

独立且服从表 ４ 所示的正态分布，其均值存在主观

不确定性且服从表 ５ 所示的正态分布。
表 ４　 无头铆钉的输入变量的分布参数

输入变量 均值 标准差

ｄ ／ ｍｍ μｄ ０．５
ｈ ／ ｍｍ μｈ ２
Ｄ０ ／ ｍｍ μＤ０ ０．０５１
ｔ ／ ｍｍ μｔ ０．０５
Ｋ ／ ＭＰａ μＫ １０．９４４

表 ５　 无头铆钉的输入变量均值的分布参数

参数 均值 标准差

μｄ ５ ０．１
μｈ ２０ ０．５
μＤ０ ５．１ ０．０５１
μｔ ５ ０．０５
μＫ ５４７．２ ５．４７２

根据选取原则，该算例中输入变量 ｄ，ｈ，Ｄ０，ｔ 和
Ｋ 的 ＳＳＰＤＦ 分别为 Ｎ（５，０．６２），Ｎ（２０，２．５２），Ｎ（５．１，
０．１０２２），Ｎ（５，０．１２） 和 Ｎ（５４７．２，１６．４１６２）。

表 ６ 展示了 ４ 种方法得到的重要性测度指标以

及每种方法所需调用功能函数的次数，从中可以得

出，４ 种方法的计算量分别为 ５ × （ ２ ５００） ３， ７ ×
（３０ ０００） ２，１８１×１０ ０００，１８ ０００。 从表中可以看出，
相比于 ＭＣ 方法和 ＱＭＣ 方法， Ｓ⁃ＤＬＣＦ 方法和

Ｓ⁃ＳＬＣＦ方法在满足计算精度的前提下，２ 种新方法

都能有效降低分布参数重要性分析过程中的计算

量，并且 Ｓ⁃ＳＬＣＦ 方法比 Ｓ⁃ＤＬＣＦ 方法的计算量更

少，表现了 Ｓ⁃ＳＬＣＦ 方法在重要性测度指标求解过程

中更高的计算效率。
从图 ２～３ 可以得出，各分布参数不确定性的 ２

个重要性测度指标 ＳｉＭ 和 ＳＴ
ｉＭ 的大小近似相同，这说

明各分布参数分别与其他参数的交互作用对输出均

值的影响可以忽略不计。 各分布参数的重要性测度

排序为：μＫ ＞ μ ｈ ＞ μ ｄ ＞ μＤ０
＞ μ ｔ，因此要最大程度

地提高结构系统输出均值的稳定性，需对参数 μＫ 进

表 ６　 算例 ３．２ 的重要性测度指标的计算结果

重要性指标 ＭＣ ＱＭＣ ｅＱＭＣ ／ ％ Ｓ⁃ＤＬＣＦ ｅＳ⁃ＤＬＣＦ ／ ％ Ｓ⁃ＳＬＣＦ ｅＳ⁃ＳＬＣＦ ／ ％

ＳｉＭ

μｄ ０．０３９ ４６ ０．０３８ ６１ ２．１６ ０．０３９ １１ ０．９０ ０．０３９ ４４ ０．０４
μｈ ０．１６９ ３０ ０．１６９ ６７ ０．２２ ０．１６９ １９ ０．０７ ０．１７０ ２６ ０．５７
μＤ０ ０．００８ ６６ ０．００６ ２３ ２８．０８ ０．００８ ６４ ０．１９ ０．００８ ５８ ０．９２
μｔ ０．００２ １７ ０．００１ ２５ ４２．２６ ０．００２ １７ ０．０６ ０．００２ １０ ３．２１
μＫ ０．７７６ ５９ ０．７７５ ４３ ０．１５ ０．７７５ １２ ０．１９ ０．７７７ ２７ ０．０９

ＳＴ
ｉＭ

μｄ ０．０４３ ５８ ０．０４３ １８ ０．９２ ０．０４３ ２１ ０．８６ ０．０４３ ５１ ０．１６
μｈ ０．１８４ ７７ ０．１８８ １５ １．８３ ０．１８４ ０３ ０．４０ ０．１８３ ０８ ０．９２
μＤ０ ０．０１９ ９０ ０．０１４ ２１ ２８．５９ ０．０１８ ９６ ４．７１ ０．０１９ ３４ ２．７９
μｔ ０．０１４ ５７ ０．０１４ ３１ １．７９ ０．０１４ １７ ２．７５ ０．０１４ ２６ ２．１８
μＫ ０．７８３ ４６ ０．７８５ ２３ ０．２３ ０．７８１ ３２ ０．２７ ０．７８３ ２６ ０．０２

ＳｉＤ

μｄ ０．２９５ ９４ ０．２９１ ０１ １．６７ ０．３０３ ３４ ２．５０ ０．２９１ ４２ １．５３
μｈ ０．４０７ ５６ ０．３９８ ７１ ２．１７ ０．４０３ ８２ ０．９２ ０．４１２ ９４ １．３２
μＤ０ ０．０４４ ７６ ０．０４６ ５２ ３．９３ ０．０４４ ５２ ０．５３ ０．０４３ ０２ ３．８８
μｔ ０．０１１ ６４ ０．０１１ ４８ １．４２ ０．０１１ ６５ ０．０２ ０．０１１ ６２ ０．２０
μＫ ０．００６ ８０ ０．０１１ １３ ６３．６９ ０．００６ ９１ １．６８ ０．００６ ６５ ２．２４

ＳＴ
ｉＤ

μｄ ０．４８９ ３９ ０．４９７ ６７ １．６９ ０．４９６ ９４ １．５４ ０．４９７ ２９ １．６１
μｈ ０．５７１ ９８ ０．５６７ ６６ ０．７６ ０．５７７ ２４ ０．９２ ０．５６７ ７６ ０．７４
μＤ０ ０．１３４ ４４ ０．１３６ ５５ １．５７ ０．１３６ ５９ １．６０ ０．１３３ ９７ ０．３４
μｔ ０．０８３ ３６ ０．０７９ １９ ５．０１ ０．０８２ １６ １．４４ ０．０８２ ６５ ０．８５
μＫ ０．０６４ ３７ ０．０６６ ４９ ３．２９ ０．０６２ ６３ ２．７０ ０．０６５ ６５ １．９８

行有效调节；分布参数不确定性的 ２ 个重要性测度

指标 ＳｉＤ 和 ＳＴ
ｉＤ 的大小不同而其趋势近似相同，这说

明分布参数之间的交互作用对输出方差有一定的影

响。 各分布参数的重要性排序为：μ ｈ ＞ μ ｄ ＞ μＤ０
＞

·９１２１·
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μ ｔ ＞ μＫ，因此，需要增加对分布参数 μ ｈ，μ ｄ 的不确定

性的关注度以降低输出方差的变异性。 此外，分布

参数对输出均值和方差的 ２ 种重要性测度指标的排

序并不相同，这说明影响输出不同特征的主要参数

一般是不同的，在实际工程中需要根据所关心的输

出特征有针对性地选择合适的重要性测度指标。

图 ２　 算例 ３．２ 在不同方法下计算得出的输出

均值重要性测度对比图

图 ３　 算例 ３．２ 在不同方法下计算得出的输出

方差重要性测度对比图

４　 结　 论

本文研究了分布参数具有不确定性时的重要性

分析问题，首先定义了衡量分布参数不确定性对输

出均值和方差影响的重要性测度指标。 其次，针对

传统 ＭＣ 方法在进行参数重要性分析时计算量大、
工程难以接受的缺点，以求积公式为基础，结合

ＳＳＰＤＦ，提出了参数不确定性重要性测度求解的两

种新算法，大大降低了参数不确定性重要性分析的

成本。
所提新算法的效率和精度取决于两方面：一方

面是 ＣＦ 的选择，另一方面是 ＳＳＰＤＦ 的选取。 对于

ＣＦ 的选择，依赖于问题的维数，本文选择的是求积

公式Ⅲ，该公式在求解低等到中等维度的问题时有

较好的精度及效率；对于 ＳＳＰＤＦ 的选取，一个合适

的 ＳＳＰＤＦ 应该覆盖分布参数确定的输入变量的整

个变化范围，本文采用了与原输入变量具有相同分

布的方法确定 ＳＳＰＤＦ。
通过数值算例和工程算例的分析结果可以得

出，所提的新算法在求解主重要性测度和总重要性

测度时都体现出了较高的精度，并能准确对分布参

数的重要性进行排序。 与 ＱＭＣ 方法比较，２ 种新算

法在大幅度减少计算量的同时表现出了更优的计算

精度；而 Ｓ⁃ＤＬＣＦ 与 Ｓ⁃ＳＬＣＦ 相比，Ｓ⁃ＤＬＣＦ 所得结果

的相对误差更小，计算结果更有效；而 Ｓ⁃ＳＬＣＦ 通过

引入准蒙特卡洛法，真正意义上将求解分布参数不

确定性下的重要性测度指标时的 ３ 层 ＭＣ 抽样方法

简化为单层抽样，计算过程更加简洁。 在工程实际

中，可以根据具体的问题选择不同的算法。

·０２２１·
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