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摘　 要：针对电磁弹性复合材料的界面断裂问题，提出一种全新的辛离散有限元方法。 该方法在传统

有限元网格划分的基础上，将整体结构进一步划分并为 ２ 类区域，即包含裂纹尖端的近场奇异区和不

包含裂纹尖端的远场非奇异区。 在近场区域内建立哈密顿求解体系，通过引入解析的辛本征解函数，
将该区域内大量的节点未知量转化为少量辛本征解的待定系数。 远场区域内的节点未知量保持不

变。 该方法无需后处理程序，应力场、电场、磁场强度因子、能量释放率以及近场区域内奇异物理量的

显式表达式可以同时获得。
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　 　 随着材料科学的发展，具有多物理场耦合特性

的电磁弹性复合材料已经广泛用于智能器件的开发

与制造中［１⁃２］。 该类材料往往由两相或多相压电和

压磁材料按照一定的方式复合而成。 由于不同材料

相间的失配性，电磁弹性复合材料在制造和使用过

程中会不可避免地出现界面裂纹。 这些裂纹会在外

荷载作用下产生应力集中，进而引发结构失效破坏，
造成安全事故。 因此，研究电磁弹性复合材料的界

面断裂问题具有重要的理论和实际意义。
在现有研究中，解析方法往往仅限于求解无限

大或半无限大电磁弹性材料中的裂纹问题，如积分

方程方法［３］、Ｓｔｒｏｈ 变换方法［４］。 对于有限几何尺寸

的含裂纹电磁弹性材料还主要依赖于数值方法，如
有限元方法［５］、边界元法［６］ 和无网格方法［７］。 然

而，大部分数值方法仅适用于单相电磁弹性材料，无
法直接应用于双相电磁弹性复合材料的界面断裂分

析。 为解决上述问题，本文提出一种适用于电磁弹

性复合材料反平面界面断裂分析的辛离散有限元方

法。 该方法将一类基于哈密顿体系的解析方法［８］

与传统有限元方法相结合，能够简单、高效地获得相

关断裂参数，并同时获得裂纹尖端附近奇异物理场

的显式表达式。 目前，该方法已经成功应用于弹性

材料与压电材料的断裂分析中［９］。
本文提出的辛离散有限元方法可以分为 ２ 步：

第一，根据裂纹尖端的位置将整体结构分为 ２ 类区

域，即包含奇异性的近场和无奇异性的远场；第二，
通过在裂纹尖端附近引入解析的辛本征解函数，实
现该区域内的未知量变换，将数量庞大的节点未知

量转化为少量的辛本征解待定系数。 该方法可以避

免传统有限元方法在计算断裂参数时的网格敏感性

和路径依赖性，直接提高计算效率和计算精度。

１　 电磁弹性材料反平面有限元列式

考虑如图 １ 所示的含界面裂纹的电磁弹性复合

材料。 上下层材料分别记为材料 １（Ｍ１） 和材料

２（Ｍ２），ｚ 轴选取为电磁弹性介质的极化方向，坐标

原点位于裂纹尖端。 结构承受反平面剪应力 τ０，平
面内电位移Ｄ０ 和磁感应强度Ｂ０。 曲线Γ０ 将整体结

构划分为 ２ 类区域，即近场区域和远场区域。
在直角坐标系下，电磁弹性复合材料在反平面

荷载作用下的基本方程可以表示为：
本构方程
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｛σ（ ｉ）
ｋｚ ，Ｄ（ ｉ）

ｋ ，Ｂ（ ｉ）
ｋ ｝ Ｔ ＝ Ｍ（ ｉ）｛ε （ ｉ）

ｋｚ ，Ｅ（ ｉ）
ｋ ，Ｈ（ ｉ）

ｋ ｝ Ｔ （１）
　 　 几何方程

ε（ ｉ）
ｋｚ ＝ ∂ｋｗ（ ｉ），　 Ｅ（ ｉ）

ｋ ＝ － ∂ｋϕ（ ｉ），　 Ｈ（ ｉ）
ｋ ＝ － ∂ｋφ（ ｉ）

（２）
　 　 平衡方程

∂ｘσ（ ｉ）
ｘｚ ＋ ∂ｙσ（ ｉ）

ｙｚ ＋ Ｆ（ ｉ） ＝ ０

∂ｘＤ（ ｉ）
ｘ ＋ ∂ｙＤ（ ｉ）

ｙ ＋ Ｑ（ ｉ） ＝ ０

∂ｘＢ（ ｉ）
ｘ ＋ ∂ｙＢ（ ｉ）

ｙ ＋ Ｉ（ ｉ） ＝ ０

ì

î

í

ï
ï

ïï

（３）

式中， ｗ（ ｉ），ϕ（ ｉ） 和 φ （ ｉ） 分别为反平面位移、电势和磁

势；σ （ ｉ）
ｋ ，Ｄ（ ｉ）

ｋ 和 Ｂ（ ｉ）
ｋ 是应力、电位移和磁感应强度分

量；ε （ ｉ）
ｋｚ ，Ｅ（ ｉ）

ｋ 和 Ｈ（ ｉ）
ｋ 是应变、电场强度和磁场强度分

量；Ｃ（ ｉ）
４４ ，ｅ（ ｉ）１５ ，ｈ（ ｉ）

１５ ，ｇ（ ｉ）
１１ 为弹性、压电、压磁和电磁耦

合常数；κ （ ｉ）
１１ ，χ （ ｉ）

１１ 为介电常数和磁通率；Ｆ（ ｉ），Ｑ（ ｉ） 和

Ｉ（ ｉ） 是体力、点电荷和电流密度；ｋ ＝ ｘ， ｙ，上标 ｉ表示

材料 区 域 编 号，Ｍ（ ｉ） 为 材 料 常 数 矩 阵， 见 附

录（Ａ⁃１）。

图 １　 含裂纹电磁弹性复合结构

本文使用的电磁弹性材料单元为八节点四边形

单元。 单元内任意点未知量由节点未知量表示

｛ｗ（ ｉ），ϕ（ ｉ），φ（ ｉ）｝ Ｔ ＝ ∑
８

ｊ ＝ １
Ｎ ｊ｛ｗ（ ｉ）

ｊ ，ϕ（ ｉ）
ｊ ，φ（ ｉ）

ｊ ｝ Ｔ （４）

式中， Ｎ ｊ 是形函数。 单元势能可以表示为

Π（ ｉ） ＝ ∫
Ｖ（ ｉ）

Ｌ（ ｉ）ｄＶ －

　 ∫
Ｖ（ ｉ）

（Ｆ （ ｉ）ｗ（ ｉ） ＋ Ｑ（ ｉ）ϕ（ ｉ） ＋ Ｉ（ ｉ）φ（ ｉ））ｄＶ （５）

式中， Ｌ（ ｉ） 为应变能密度函数

Ｌ（ ｉ） ＝ １
２
［（σ（ ｉ）） Ｔε（ ｉ） － （Ｄ（ ｉ）） ＴＥ（ ｉ） － （Ｂ（ ｉ）） ＴＨ（ ｉ）］

（６）
式中， σ（ ｉ） ＝ ｛σ （ ｉ）

ｘｚ ， σ （ ｉ）
ｙｚ ｝ Ｔ，Ｄ（ ｉ） ＝ ｛Ｄ（ ｉ）

ｘ ， Ｄ（ ｉ）
ｙ ｝ Ｔ，Ｂ（ ｉ）

＝ ｛Ｂ（ ｉ）
ｘ ， Ｂ（ ｉ）

ｙ ｝ Ｔ，ε（ ｉ） ＝ ｛ε （ ｉ）
ｘｚ ， ε （ ｉ）

ｙｚ ｝ Ｔ，Ｅ（ ｉ） ＝ ｛ － Ｅ（ ｉ）
ｘ ，

－ Ｅ（ ｉ）
ｙ ｝ Ｔ，Ｈ（ ｉ） ＝ ｛ － Ｈ（ ｉ）

ｘ ， － Ｈ（ ｉ）
ｙ ｝ Ｔ。

将（１） 式、（２） 式和（４） 式带入（５） 式可得

Π（ ｉ） ＝ １
２
（ｕ（ ｉ）

ｅ ） ＴＫｅｕ（ ｉ）
ｅ － Ｐｕ（ ｉ）

ｅ （７）

式中， Ｐ 为等效节点载荷；ｕ（ ｉ）
ｅ 为单元节点位移向量

ｕ（ ｉ）
ｅ ＝ ｛ｗ（ ｉ）

１ ，…，ｗ（ ｉ）
８ ，ϕ（ ｉ）

１ ，…，ϕ（ ｉ）
８ ，φ （ ｉ）

１ ，…，φ （ ｉ）
８ ｝ Ｔ。

根据最小势能原理 δ Π（ ｉ） ＝ ０，可得

Ｋｅｕ（ ｉ）
ｅ ＝ Ｐ （８）

式中， Ｋｅ 是单元刚度矩阵。 根据节点编号，组集整

体刚度矩阵、节点位移向量和整体载荷向量，可得电

磁反平面有限元列式为

ＫＮＮ ＫＮＦ

ＫＦＮ ＫＦＦ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｕＮ

ｕＦ
{ } ＝

ｆＮ
ｆＦ{ } （９）

式中， Ｋ为刚度矩阵，ｆ为荷载向量，下标Ｎ和 Ｆ分别

代表近场和远场区域。

２　 电磁弹性材料Ⅲ型界面断裂辛方法

在近场区域，定义全状态向量为

Ψ（ ｉ） ＝ ｛ｑ（ ｉ），ｐ（ ｉ）｝ Ｔ ＝
｛ｗ（ ｉ），ϕ（ ｉ），φ（ ｉ），ｒσ（ ｉ）

ｒｚ ，ｒＤ（ ｉ）
ｒ ，ｒＢ（ ｉ）

ｒ ｝ Ｔ （１０）
则电磁弹性复合材料Ⅲ型界面断裂问题的哈密顿控

制方程可以表示为

∂Ψ（ ｉ）

∂ξ
＝ Ｈ（ ｉ）Ψ（ ｉ） （１１）

式中， Ｈ（ ｉ） 为哈密顿矩阵，见附录（Ａ⁃２）。 界面连续

条件为

ｑ（１） ｜ θ ＝ ０ ＝ ｑ（２） ｜ θ ＝ ０， Ｒ（１）ｇｑ（１） ｜ θ ＝ ０ ＝ Ｒ（２）ｇｑ（２） ｜ θ ＝ ０

（１２）
裂纹面边界条件为

Ｒ（１）ｇｑ（１） ｜ θ ＝ π ＝ ０， Ｒ（２）ｇｑ（２） ｜ θ ＝ －π ＝ ０ （１３）

式中， ｇ ＝ ∂
ｒ∂θ

ｄｉａｇ（１， － １， － １）。

利用分离变量法求解哈密顿方程（１１），并结合

（１２）式和（１３）式得到问题的辛本征值和本征解，见
附录（Ａ⁃３～Ａ⁃７）。 因此，双材料电磁反平面的位移，
电势和磁势可以表示为

ｑ（ ｉ） ＝ ∑
Ｍ

ｊ ＝ ０
∑

６

ｋ ＝ １
ｃｊ， ｋｑ（ ｉ）

ｊ， ｋ （１４）

式中， Ｍ 是所取的本征解项数，ｃｊ， ｋ 为待定系数。

·０１２１·
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３　 辛离散有限元方法

由（１４）式，近场区域内节点未知量可以表示为

ｕＮ ＝ Φｃ （１５）
式中， ｃ ＝ ｛ｃ０， １， ｃ０， ２， ｃ０， ３， ｃ１， １， …， ｃ１， ６， ｃ２， １， …，
ｃＭ， ６｝ Ｔ 为辛展开函数的待定系数向量

Φｉｊ ＝
ｗ ｊ（ ｒｍ， θｍ）， ｉ ＝ ３ｍ － ２
ϕ ｊ（ ｒｍ， θｍ）， ｉ ＝ ３ｍ － １
φｊ（ ｒｍ， θｍ）， ｉ ＝ ３ｍ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ö

ø

÷
÷
÷

（ｍ ＝ １， ２， …， ＮΩＮ
； ｊ ＝ １， ２，…， ３Ｍ ＋ ６），ＮΩＮ

为近

场区域内总节点数，（ ｒｍ， θｍ） 是第 ｍ 个节点的极坐

标。 将（１５） 式代入（９） 式，则电磁反平面断裂问题

的辛离散有限元表达式为

ΦＴＫＮＮΦ ΦＴＫＮＦ

ＫＦＮΦ ＫＦＦ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｃ
ｕＦ

{ } ＝
ΦＴｆＮ
ｆＦ{ } （１６）

４　 强度因子和能量释放率

由（１） 式和辛本征解可知，在裂纹尖端 （ ｒ ＝

０） ［１０］，广义应力强度因子可以表示为

ＫＧ ＝ ｛Ｋ３， ＫＤ， ＫＢ｝ Ｔ ＝

　 ｌｉｍ
ｒ→０

２π ｒ０．５｛σ（１）
θｚ ， Ｄ（１）

θ ， Ｂ（１）
θ ｝ Ｔ

θ ＝ ０
＝

　 ０．５ ２πＭ（１）｛ｃ１， １， ｃ１， ２， ｃ１， ３｝ Ｔ （１７）
式中， Ｋ３，ＫＤ 和 ＫＢ 分别为应力强度因子、电位移强

度因子和磁感应强度因子，是由反平面剪应力 τ ０，
平面内电位移 Ｄ０ 和磁感应强度 Ｂ０ 耦合作用的结

果。 能量释放率为

Ｇ ＝ １
２
｛Ｋ３， ＫＤ， ＫＢ｝􀭺Ｅ｛Ｋ３， ＫＤ， ＫＢ｝ Ｔ （１８）

式中， 􀭺Ｅ ＝ ［（Ｒ（１）） －１ ＋ （Ｒ（２）） －１］ ／ ２。

５　 数值算例

为验证本文提出方法的正确性与有效性，数值

算例计算了 ３ 种典型裂纹对应的断裂参数。 本节中

所有计算数据均采用无量纲形式［１０］，涉及的材料参

数如表 １ 所示。

表 １　 材料参数

材料 Ｃ４４ ／ （Ｎ·ｍ －２） ｅ１５ ／ （Ｃ·ｍ －２） ｈ１５ ／ （Ｎ·（ｍ·Ａ） －１） κ１１ ／ （Ｆ·ｍ －１） ｇ１１ ／ （Ｎｓ·（ＶＣ） －１） χ
１１ ／ （Ｎｓ２·Ｃ －２）

Ｍ１ ４．４ × １０１０ ５．８ ２７５ ５．６４ × １０ －９ ５．３６７ × １０ －８ － ２．９７ × １０ －４

Ｍ２ ３．４ × １０１０ ４．８ １９５ ４．６４ × １０ －９ ４ × １０ －８ － ２．０１ × １０ －４

图 ２　 含边裂纹电磁弹性矩阵板

５．１　 算例 １
考虑 １ 个受到均布荷载作用的含边裂纹电磁弹

性材料矩形板，其几何尺寸和有限元网格如图 ２ 所

示。 取 τ ０ ＝ １，Ｄ０ ＝ １，Ｂ０ ＝ １，ｄ ＝ ０．５ａ，Ｍ２ ＝ Ｍ１，表 ２
给出了不同高度和宽度下各奇异物理场的强度因子

和能量释放率。 由于结构关于 ｘ 轴对称，故有 Ｋ∗
３ ＝

Ｋ∗
Ｄ ＝ Ｋ∗

Ｂ ＝ Ｋ∗［１１］。 从表中数据可以看出，各强度因

子与能量释放率均随高度和宽度的增加而减小，并
且逐渐趋近于稳定值，即 Ｈ → ∞ 和 Ｗ → ∞ 对应的

值［１２⁃１３］。 当Ｗ ／ ａ ＝ ５时，最大误差仅为１．１５％。 这表

明本文方法具有良好的计算精度，能够有效计算含

裂纹电磁弹性材料的断裂参数。

·１１２１·
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表 ２　 不同高度和宽度对应的强度因子和能量释放率

Ｗ ／ ａ
Ｈ ／ ａ

０．５ １ ２ ３ ４ ∞ ［１２］

１．５
Ｋ∗ １．４１１ １ １．２９５ ８ １．２８２ ０ １．２８１ ８ １．２８１ ８ １．２８６ １
Ｇ １．５６１ ４ １．３１６ ６ １．２８８ ７ １．２８８ ３ １．２８８ ３ １．２９６ ９

２
Ｋ∗ １．３９０ ８ １．１７２ ０ １．１２６ ３ １．１２４ ３ １．１２４ ２ １．１２８ ４
Ｇ １．５０３ ５ １．０７７ １ ０．９９４ ６ ０．９９１ ２ ０．９９１ １ ０．９９８ ３

３
Ｋ∗ １．３８７ ９ １．１５７ ９ １．０５８ ８ １．０５０ １ １．０４８ ８ １．０５０ １
Ｇ １．４９８ ７ １．０５３ ３ ０．８７９ ０ ０．８６４ ６ ０．８６２ ５ ０．８６４ ６

４
Ｋ∗ １．３８３ ５ １．１５１ ２ １．０５１ ４ １．０３０ ７ １．０２６ ７ １．０２７ ０
Ｇ １．４９０ ７ １．０４７ ３ ０．８６９ ２ ０．８３３ ０ ０．８２６ ５ ０．８２７ １

５
Ｋ∗ １．３７７ ９ １．１５０ ４ １．０４９ ９ １．０２５ ０ １．０１８ ３ １．０１７ ０
Ｇ １．４８８ １ １．０３９ ４ ０．８６４ ４ ０．８２３ ９ ０．８１３ １ ０．８１０ ９

∞ ［１３］ Ｋ∗ １．３７７ ３ １．１４９ ３ １．０４６ ５ １．０２１ ８ １．０１２ ５ １．０００ ０
Ｇ １．４８７ ５ １．０３５ ７ ０．８５８ ７ ０．８１８ ７ ０．８０３ ８ ０．７８４ １

５．２　 算例 ２
图 ３ 为 １ 个含有平行裂纹的电磁弹性材料矩形

板，其裂纹长度分别为 ２ａ１ 和 ２ａ２。 该板两端受到均

布荷载 τ ０ ＝ １，Ｄ０ ＝ １和 Ｂ０ ＝ １作用。 令Ｗ ＝ １，Ｈ ／ Ｗ
＝ ０．５，Ｈ１ ／ Ｗ ＝ ０．５，表 ３ 给出了不同裂纹长度对应的

裂纹尖端 Ａ 处的强度因子与能量释放率。 从表中数

据可以看出，对于给定的 ａ２，各强度因子与能量释

放率总是随着的 ａ１ 增加而增大；而对于给定的 ａ１，
断裂参数表现出相反的变化趋势。 表 ４ 给出了裂纹

长度相同时（ａ１ ＝ ａ２） 断裂参数随 Ｈ ／ Ｗ 的变化规

律。 从表中可以看到，各断裂参数随着 Ｈ ／ Ｗ 单调变

化，并逐渐趋近于某一固定值。 该现象可以通过圣

维南原理解释，当 Ｈ ／ Ｗ 增加到一定值时，边缘效应

不再对裂纹尖端物理场分布产生影响。

图 ３　 含 ２ 条平行裂纹电磁矩阵板

表 ３　 裂纹尖端 Ａ 的强度因子和能量释放率（Ｈ ／ Ｗ＝０．５）

ａ２ ／ Ｗ
ａ１ ／ Ｗ

０．２ ０．４ ０．５ ０．６ ０．７ ０．８

０．２

Ｋ∗
３ ０．９７７ ４ １．０６８ ０ １．１３１ ５ １．２１６ ７ １．３４４ ６ １．５７０ ４

Ｋ∗
Ｄ ０．９７９ ４ １．０７０ １ １．１３３ ６ １．２１８ ６ １．３４６ １ １．５７１ ３

Ｋ∗
Ｂ １．０５５ ４ １．１４８ ６ １．２１０ ９ １．２８８ ８ １．４０１ ６ １．６０６ ３
Ｇ ０．３４２ ９ ０．８１８ ９ １．１４８ ９ １．５９４ １ ２．２７１ ２ ３．５４０ ６

０．５

Ｋ∗
３ ０．８１０ ２ ０．９４６ １ １．０４０ ７ １．１５５ ９ １．３０８ ６ １．５５２ ６

Ｋ∗
Ｄ ０．８１７ １ ０．９５１ ４ １．０４４ ９ １．１５９ １ １．３１０ ８ １．５５３ ９

Ｋ∗
Ｂ １．０６８ ７ １．１４５ ２ １．２０１ ６ １．２７７ ７ １．３９２ ３ １．６００ ６
Ｇ ０．２３５ ７ ０．６４２ ６ ０．９７１ ９ １．４３８ ７ ２．１５１ ２ ３．４６０ ９

０．８

Ｋ∗
３ ０．６９４ ９ ０．８１８ ９ ０．９１６ ７ １．０４７ ０ １．２２６ ６ １．５０４ １

Ｋ∗
Ｄ ０．７０５ １ ０．８２７ ７ ０．９２４ ４ １．０５３ １ １．２３１ ０ １．５０６ ６

Ｋ∗
Ｂ １．０７６ ９ １．１５１ ３ １．２０４ ９ １．２７７ ５ １．３８９ ６ １．５９７ ５
Ｇ ０．１７３ ４ ０．４８１ ６ ０．７５４ ３ １．１８０ ６ １．８９０ ４ ３．２４８ ０
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表 ４　 裂纹尖端 Ａ 的强度因子和能量释放率（ａ１ ＝ａ２）

ａ１ ／ Ｗ
Ｈ ／ Ｗ

０．３ ０．５ １ １．５ ２ ５

０．２

Ｋ∗
３ ０．９１８ ０ ０．９７７ ４ １．０１７ ３ １．０２４ ０ １．０２５ ４ １．０２５ ７

Ｋ∗
Ｄ ０．９２２ １ ０．９７９ ４ １．０１７ ９ １．０２４ ５ １．０２５ ８ １．０２６ １

Ｋ∗
Ｂ １．０７３ ６ １．０５５ ４ １．０４１ ３ １．０３９ ６ １．０３９ ３ １．０３９ ２
Ｇ ０．３０２ ５ ０．３４２ ９ ０．３７１ ４ ０．３７６ ４ ０．３７７ ４ ０．３７７ ６

０．５

Ｋ∗
３ ０．９６９ ０ １．０４０ ７ １．１２２ ６ １．１４２ ９ １．１４７ ３ １．１４８ ５

Ｋ∗
Ｄ ０．９７５ ８ １．０４４ ９ １．１２４ ２ １．１４３ ９ １．１４８ １ １．１４９ ２

Ｋ∗
Ｂ １．２２７ ０ １．２０１ ６ １．１８２ ４ １．１７９ １ １．１７８ ５ １．１７８ ３
Ｇ ０．８４２ ８ ０．９７１ ９ １．１３０ ９ １．１７２ １ １．１８１ １ １．１８３ ５

０．８

Ｋ∗
３ １．４２３ １ １．５０４ １ １．５６０ ５ １．５７１ １ １．５７３ ３ １．５７３ ８

Ｋ∗
Ｄ １．４２８ ０ １．５０６ ６ １．５６１ ３ １．５７１ ６ １．５７３ ７ １．５７４ ２

Ｋ∗
Ｂ １．６０７ ４ １．５９７ ５ １．５９０ ５ １．５８９ ２ １．５８９ ０ １．５８８ ９
Ｇ ２．９０８ １ ３．２４８ ０ ３．４９６ ２ ３．５４３ ７ ３．５５３ ５ ３．５５６ １

５．３　 算例 ３
考虑如图 ４ 所示的 １ 个含有折线裂纹的电磁弹

性材料矩形板。 裂纹与水平方向的偏离角度分别为

θＡ 和 θＢ。 令Ｗ ＝Ｈ，ａ ＝ ０．４Ｈ，τ０ ＝ １，Ｄ０ ＝ １和Ｂ０ ＝ １，
表 ５ 和表 ６ 分别给出了的裂纹尖端 Ａ 和 Ｂ 处的强度

因子和能量释放率随 θＡ 和 θＢ 的变化规律。 从表 ５
中可以看出，所有断裂参数随 θＡ 的增大均表现出先

增大后减小的趋势。 当 θＡ ＝ ０ 时，应力、电位移强度

因子和能量释放率达到最大值。 表 ６ 表现出与表 ５
相似的变化趋势。 从上述现象可以看出，合理控制

外部电磁场可以有效改变电磁弹性材料裂纹尖端的

能量释放率，从而阻滞裂纹扩展。
图 ４　 含有折线裂纹电磁矩形板

表 ５　 裂纹尖端 Ａ 强度因子和能量释放率随 θＡ 的变化

θＢ
θＡ

－ π ／ ４ － π ／ １０ ０ π ／ １０ π ／ ４

－ π ／ ６

Ｋ∗
３ ０．７５７ ３ ０．９６８ ５ １．０１７ １ ０．９８２ １ ０．７８９ ０

Ｋ∗
Ｄ ０．７７１ ９ ０．９７９ ５ １．０２５ １ ０．９８７ １ ０．７８８ ９

Ｋ∗
Ｂ １．３０１ ４ １．３８３ ７ １．３２３ ８ １．１７１ ８ ０．７８１ ７
Ｇ ０．４１２ ０ ０．６７３ ６ ０．７４２ ８ ０．６９２ ５ ０．４４６ ９

０

Ｋ∗
３ ０．７９８ ２ １．０１９ ５ １．０７３ ６ １．０４３ ０ ０．８５５ ３

Ｋ∗
Ｄ ０．８０５ ４ １．０２２ ６ １．０７３ ６ １．０３９ ９ ０．８４７ ４

Ｋ∗
Ｂ １．０６１ ６ １．１３５ ９ １．０７３ ７ ０．９２６ １ ０．５５４ ５
Ｇ ０．４５７ ５ ０．７４６ １ ０．８２７ ４ ０．７８０ ８ ０．５２４ ９

π ／ ６

Ｋ∗
３ ０．７８８ ７ １．０１７ ９ １．０７６ ８ １．０５０ ８ ０．８６９ ８

Ｋ∗
Ｄ ０．７８８ ７ １．０１３ ４ １．０６９ １ １．０４０ １ ０．８５４ ８

Ｋ∗
Ｂ ０．７８４ ０ ０．８５３ ３ ０．７９１ ３ ０．６５０ ５ ０．３００ ９
Ｇ ０．４４６ ６ ０．７４３ ６ ０．８３２ １ ０．７９２ ３ ０．５４２ ７
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表 ６　 裂纹尖端 Ｂ 强度因子和能量释放率随 θＡ 的变化

θＢ
θＡ

－ π ／ ４ － π ／ １０ ０ π ／ １０ π ／ ４

－ π ／ ６

Ｋ∗
３ ０．８５３ ５ ０．９１６ ７ ０．９３８ ９ ０．９４２ １ ０．９１２ ７

Ｋ∗
Ｄ ０．８６９ ７ ０．９２６ ６ ０．９４４ １ ０．９４２ ８ ０．９０７ ２

Ｋ∗
Ｂ １．４６３ ７ １．２８５ ７ １．１３２ ７ ０．９６７ ３ ０．７１０ １
Ｇ ０．５２３ ４ ０．６０３ ６ ０．６３３ ０ ０．６３７ ２ ０．５９７ ８

０

Ｋ∗
３ ０．９７３ ０ １．０４５ ７ １．０７３ ６ １．０８２ ０ １．０５８ ９

Ｋ∗
Ｄ ０．９８４ ６ １．０５０ ５ １．０７３ ６ １．０７７ ３ １．０４７ ９

Ｋ∗
Ｂ １．４１５ ２ １．２２９ ４ １．０７３ ５ ０．９０６ ４ ０．６４９ ３
Ｇ ０．６７９ ９ ０．７８５ １ ０．８２７ ４ ０．８４０ ２ ０．８０４ ５

π ／ ６

Ｋ∗
３ ０．８６８ ３ ０．９４６ ６ ０．９７８ ７ ０．９９１ ６ ０．９７５ ３

Ｋ∗
Ｄ ０．８７４ ５ ０．９４６ ０ ０．９７３ ４ ０．９８１ ７ ０．９５９ ３

Ｋ∗
Ｂ １．１０５ ２ ０．９２７ ７ ０．７７８ ７ ０．６１９ ９ ０．３７９ ６
Ｇ ０．５４１ ４ ０．６４３ ２ ０．６８７ ５ ０．７０５ ５ ０．６８２ ３

６　 结　 论

本文将辛离散有限元方法成功应用于电磁弹性

复合材料在反平面荷载作用下的界面断裂分析中。
该方法将传统有限元方法与哈密顿体系辛方法有机

结合，可以直接计算出高精度的应力、电场、磁场强

度因子和能量释放率，并同时获得裂纹尖端附近区

域各物理场的显式表达式。 相比其他数值方法，该
方法有三方面优势：①在裂纹尖端奇异区域内引入

具有辛展开形式的解析解，将该区域内传统有限元

对应的大量节点未知量转化为少量辛本征解待定系

数，解决了传统有限元方法中断裂分析的网格敏感

性问题，并同时大幅提高了计算效率；②引入的辛本

征解函数能够直接表征裂纹尖端的奇异性，避免了

传统有限元方法中断裂参数计算的路径依赖性问

题，直接提高了应力强度因子计算精度；③无需额外

引进新的单元以及后处理程序，可以直接获得裂纹

尖端附近奇异物理场的显式表达式，有利于该类结

构的前期优化设计与后期安全评估。

附录 Ａ

Ｍ（ ｉ） ＝

Ｃ（ ｉ）
４４ － ｅ（ ｉ）

１５ － ｈ（ ｉ）
１５

ｅ（ ｉ）
１５ κ （ ｉ）

１１ ｇ（ ｉ）
１１

ｈ（ ｉ）
１５ ｇ（ ｉ）

１１
χ （ ｉ）
１１

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

（Ａ⁃１）

Ｈ（ ｉ） ＝
０ （Ｒ（ ｉ）） －１

－ Ｒ（ ｉ）∂２
θ ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（Ａ⁃２）

式中

Ｒ（ ｉ） ＝

Ｃ（ ｉ）
４４ ｅ（ ｉ）１５ ｈ（ ｉ）

１５

ｅ（ ｉ）１５ － κ （ ｉ）
１１ － ｇ（ ｉ）

１１

ｈ（ ｉ）
１５ － ｇ（ ｉ）

１１ － χ （ ｉ）
１１

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

｛ｑ（ ｉ）
０，１，ｑ（ ｉ）

０，２，ｑ（ ｉ）
０，３｝ ＝ Ｉ３×３ｒμ０ （Ａ⁃３）

｛ｑ（１）
ｊ，１ ，ｑ（１）

ｊ，２ ，ｑ（１）
ｊ，３ ｝ ＝ Ｉ３×３ϕ ｊ， ｊ ＝ ２ｎ － １ （Ａ⁃４）

｛ｑ（１）
ｊ，４ ，ｑ（１）

ｊ，５ ，ｑ（１）
ｊ，６ ｝ ＝ Ｉ３×３φ ｊ， ｊ ＝ ２ｎ （Ａ⁃５）

｛ｑ（２）
ｊ，１ ，ｑ（２）

ｊ，２ ，ｑ（２）
ｊ，３ ｝ ＝ ρ ３×３ϕ ｊ， ｊ ＝ ２ｎ － １ （Ａ⁃６）

｛ｑ（２）
ｊ，４ ，ｑ（２）

ｊ，５ ，ｑ（２）
ｊ，６ ｝ ＝ Ｉ３×３φ ｊ， ｊ ＝ ２ｎ （Ａ⁃７）

式中，ϕ ｊ ＝ ｒμ ｊｓｉｎ（μ ｊθ），φ ｊ ＝ ｒμ ｊｃｏｓ（μ ｊθ）；μ ｊ ＝ ｊ ／ ２是辛

本征值；ρ ＝ （Ｒ（２）） －１Ｒ（１），ｎ ＝ １， ２， ３， …。
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