
２０１８ 年 １２ 月

第 ３６ 卷第 ６ 期

西 北 工 业 大 学 学 报

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎｏｒｔｈｗｅｓｔｅｒｎ Ｐｏｌｙｔｅｃｈｎｉｃａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ
Ｄｅｃ．
Ｖｏｌ．３６

２０１８
Ｎｏ．６

收稿日期：２０１７⁃０９⁃２８ 基金项目：国家自然科学基金（５１４７５３７２）资助

作者简介：张龙（１９８８—），西北工业大学博士研究生，主要从事先进复合材料结构力学性能研究。

考虑弯扭耦合效应的复合材料叶片铺层优化方法

张龙１， 贾普荣１， 王波２， 徐斌１

（１．西北工业大学 力学与土木建筑学院， 陕西 西安　 ７１００７２； ２．西北工业大学 航空学院， 陕西 西安　 ７１００７２）

摘　 要：在复合材料叶片设计中，可利用弯扭耦合效应进行铺层优化设计，通过减小叶片气动弹性外

形的改变来提高叶片结构的效率。 将复合材料叶片简化为对称非均衡悬臂层合板，基于经典层合板

理论提出刚度权值和载荷系数 ２ 个分析参数。 并采用试验和有限元模拟分析了弯扭耦合效应中分析

参数对结构变形的影响。 进一步以刚度权值的可行域为约束条件，叶片曲率最小为目标函数，对含有

０°，９０°和±４５°铺层的对称层合板进行分析计算，得到关于载荷系数的刚度权值最优路径。 并以 １６ 层

对称层合板为例进行了验证计算。 通过对刚度权值最优路径的逆向计算，能够快速得到满足设计条

件的最优铺层顺序。 该方法可为复合材料叶片的铺层优化设计提供一定的参考和依据。
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　 　 风扇叶片是航空发动机、船用推进器以及风力

发电机的重要组成部分［１⁃３］。 传统风扇叶片是由金

属材料制成，但对于发动机而言，减轻结构重量能有

效提高发动机的性能，因此为满足日益增长的这一

需求，采用复合材料替换传统金属材料是一种有效

且可行的途径［４⁃５］。 相比于金属材料，复合材料具

有质量轻、比模量高、比强度高、耐腐蚀、耐疲劳以及

抗振动等优点。 同时复合材料具有各向异性这一特

点，在受载时会产生拉伸、剪切、弯曲和扭转之间互

相的耦合效应，这使得复合材料结构设计具有更多

灵活性，但也使设计更加复杂［６］。
由于传统金属叶片模量高，受载时叶片变形较

小，因此在设计过程中一般忽略叶片气动外形的变

化对结构性能的影响［７］。 然而复合材料叶片的变

形较大，并且不同铺层方案的变形差异也较大，过大

的变形会导致叶片不再满足气动弹性外形的设计，
进而导致叶片结构效率下降。 因此在铺层设计时必

须考虑变形对叶片气动弹性结构效率的影响［８］。
周邢银等人对复合材料悬臂梁不同区域上的弯扭耦

合效应对结构变形的影响进行了研究［９］。 彭峰和

Ｘｉａｏ 等人分别对船用复合材料叶片和发动机叶片

进行了研究，结果表明铺层角度、铺层厚度、铺层顺

序对复合材料叶片结构的性能有显著影响［１０⁃１１］。
Ａｂｄｕｌ 等人通过不同铺层顺序的试验与仿真研究表

明铺层顺序对叶片结构变形的影响很大［１２］。 同时

相比于弯曲变形，叶片的扭转变形会改变叶片的攻

角，而攻角的改变会显著降低叶片结构的效率［１３］。
为了提高叶片结构效率，必须减小叶片气动外形的

改变，尤其是减小扭转变形。 因此可以利用复合材

料对称层合板结构中的弯扭耦合效应，通过调整铺

层角度和铺层顺序，使结构中由弯矩通过耦合效应

产生的扭转变形，与扭矩产生的扭转变形相互抵消，
减小叶片的整体扭转变形，从而提高叶片气动弹性

结构的效率［１４⁃１５］，达到铺层优化设计的目的。
本文基于经典层合板理论，提出了 ２ 个分析参

数：刚度权值和载荷系数。 通过设计弯扭耦合试验，
研究了 ２ 个分析参数对弯扭耦合效应的影响，并结

合有限元模拟对试验数据与理论结果进行了对比验

证。 进一步采用刚度权值和载荷系数对弯扭耦合效

应进行了定量分析，将求解满足最小曲率目标函数

时的最优铺层顺序转化为求解最优刚度权值，得到

随载荷系数变化的最优刚度权值曲线。 在给定任意

弯扭载荷系数下，通过对最优刚度权值曲线的逆向

计算，能够直接得到满足结构设计条件的最优铺层
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顺序，为复合材料叶片的铺层优化设计提供了参考

和依据。

１　 刚度权值和载荷系数的定义

１．１　 刚度权值

为了分析对称层合板结构中相同铺层角度所在

铺层位置对弯扭耦合效应的影响，基于经典层合板

理论（ＣＬＴ），将面内刚度矩阵Ａ 和弯曲刚度矩阵 Ｄ
中相同的铺层角度进行合并，刚度矩阵表述如下：

Ａ ＝ Ｈ∑
ｒ

ｉ ＝ １

􀭺Ｑｉαｉ

Ｄ ＝ Ｈ３

１２∑
ｒ

ｉ ＝ １

􀭺Ｑｉδｉ （１）

式中， Ｈ为层合板总厚度，ｒ为铺层角度种类的数量；
ｉ 为铺层角度的编号，Ｑｉ 为对应角度的偏轴刚度矩

阵，α ｉ 和 δ ｉ 分别为该角度的面内和弯曲刚度权值，
由公式（２）给出：

αｉ ＝
１
Ｈ∑

ｍｉ

ｔ ＝ １
（ｈｉ，ｔ － ｈｉ，ｔ －１）

δｉ ＝
４
Ｈ３∑

ｍｉ

ｔ ＝ １
（ｈ３

ｉ，ｔ － ｈ３
ｉ，ｔ －１） （２）

式中， ｍｉ 为第 ｉ个角度的铺层数量，ｈｉ， ｔ 和 ｈｉ， ｔ －１ 分别

为该角度下第 ｔ 层的上下表面的 Ｚ 坐标值。 根据公

式（２） 的定义，α ｉ 与铺层含量意义相同，且 α ｉ 和 δ ｉ

满足如下关系

∑
ｒ

ｉ ＝ １
αｉ ＝ ∑

ｒ

ｉ ＝ １
δｉ ＝ １

δｉ ∈ ［α３
ｉ ，α３

ｉ － ３α２
ｉ ＋ ３αｉ］ （３）

１．２　 载荷系数

为了分析不同载荷比例对耦合效应的影响，采
用单位化对载荷进行变量代换，如公式（４）所示：

􀭺Ｍ ＝ Ｍ２
ｘ ＋ Ｍ２

ｙ ＋ Ｍ２
ｘｙ

ｃｏｓ π
２
ωｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ Ｍｘ ／ 􀭺Ｍ

ｃｏｓ π
２
ωｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ Ｍｙ ／ 􀭺Ｍ

ｃｏｓ π
２
ωｘｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ Ｍｘｙ ／ 􀭺Ｍ （４）

式中， ω ｉ ∈ ［０，２］，（ ｉ ＝ ｘ，ｙ，ｘｙ） 为合内力矩比例系

数，反映合内力矩的分量Ｍｉ 与整体Ｍ的关系。 􀭺Ｍ为

合内力矩幅值系数，反映合内力矩 Ｍ 的整体大小，
由于 􀭺Ｍ 与曲率 κ 整体幅度成线性关系，因此可取 􀭺Ｍ

＝ １，只对 ω 进行讨论。
由此分别引入了体现铺层因素的分析变量：刚

度权值 α 和 δ，以及体现载荷因素的分析变量：比例

系数 ω。

２　 试验与有限元模拟分析研究

２．１　 弯扭耦合试验方案

图 １ 为弯扭耦合试验加载方式示意图。 图 ２ 为

复合材料试件尺寸示意图。 如图所示，通过在复合

材料悬臂板加载端 ５ 个不同位置施加载荷分别为

ＬＮ２，ＬＮ１，Ｐ０，ＬＰ１ 和 ＬＰ２。 实现扭矩由负到正的 ５ 种弯

扭载荷比例，试验采用 Ｉｎｓｔｒｏｎ１１９６ 电子万能试验机

加载，试验速度为 ２ ｍｍ ／ ｍｉｎ，当载荷达到 ６０ Ｎ 时，
结 束 试 验， 保 存 数 据。 层 合 板 选 用 Ｍ４０Ｊ ／
ＣＹＣＯＭ９７０ 高模量碳纤维复合材料，单层厚度０．１２５
ｍｍ，其单层属性见表 １。

图 １　 试验加载方式示意图

图 ２　 复合材料试件尺寸示意图（单位： ｍｍ）

表 １　 Ｍ４０Ｊ ／ ＣＹＣＯＭ９７０ 复合材料单层基本性能

Ｅ１１ ／

ＧＰａ

Ｅ２２ ＝Ｅ３３ ／

ＧＰａ
ν１２ ＝ ｖ１３ ν２３

Ｇ１２ ＝Ｇ１３ ／

ＧＰａ
Ｇ２３ ／ ＧＰａ

１７９．１１ １１．３２ ０．２５４ ０．４５ ５．２６ ２．７６

表 ２ 为 ４ 种试件铺层顺序和对应铺层角度的

·４９０１·
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δ。 通过改变试件铺层顺序，实现 δ 的变化。 在设计

试件偏轴铺层角度时，为提高试验数据的可分析性，
即在改变 ω 和 δ 时，提高曲率和扭率的变化量，应选

择耦合效应较强的偏轴角度，同时考虑偏轴角度铺

设的难易，偏轴角度以整数为宜，最终根据本文所用

复合材料属性，选择 ３０° 作为偏轴铺层角度。
表 ２　 试件铺层顺序和弯曲刚度权值 δ

编号 铺层顺序
弯曲刚度权值（单位：１）

δ０ δ－３０ δ３０ δ３０－δ－３０

Ａ 型 ［３０２ ／ －３０２ ／ ３０２ ／ ０２］ Ｓ ０．０１６ ０．２９７ ０．６８７ ０．３９０

Ｂ 型 ［３０２ ／ ０２ ／ ３０２ ／ －３０２］ Ｓ ０．２９７ ０．０１６ ０．６８７ ０．６７１

Ｃ 型 ［－３０２ ／ ３０２ ／ ０２ ／ ３０２］ Ｓ ０．１０９ ０．５７８ ０．３１３ －０．２６５

Ｄ 型 ［０２ ／ ３０２ ／ －３０２ ／ ３０２］ Ｓ ０．５７８ ０．１０９ ０．３１３ ０．２０４

２．２　 有限元分析模型

由于试验只能通过计算应变得到测点曲率，无
法测得内力矩，因此不能直接对 ＣＬＴ 理论进行计算

验证。 通过引入有限元（ＦＥＡ）仿真计算，可以同时

得到测点曲率和内力矩。 通过对比试验与 ＦＥＡ 的

曲率数据，验证 ＦＥＡ 的计算结果的正确性。 再将试

验曲率通过 ＣＬＴ 理论计算得到的内力矩与 ＦＥＡ 的

内力矩进行对比分析，并以此来验证采用 ＣＬＴ 理论

对弯扭耦合效应进行分析计算是否可行。
本文采用 ＡＢＡＱＵＳ 商业有限元件对试验进行

仿真模拟。 模型尺寸和加载方式与图 ２、图 １ 一致，
材料属性和铺层顺序与表 １、表 ２ 一致，采用 Ｃ３Ｄ２０
单元，单元数为 ７２０ ０００。 模型边界条件及加载方式

如表 ３ 所示，均与试验条件尽可能保持一致。
表 ３　 有限元模型边界条件及加载方式

约束位置 约束方式

夹持段底面 Ｕ３ ＝ ０

加持段上表面螺钉位置 Ｕ１ ＝ Ｕ２ ＝ Ｕ３ ＝ ０

加载点（ＬＮ２，ＬＮ１，Ｐ０，ＬＰ１，ＬＰ２） Ｆ３ ＝ － ６０ ／ Ｎ

２．３　 试验与有限元结果对比分析

图 ３ 为 ４ 种试件试验和 ＦＥＡ 的曲率 κ－加载点

曲线。 结合表 ２ 中的权值与图中曲线可以看出：
１） 对比 ４ 种试件在 Ｐ０ 纯弯曲加载时，随 δ０ 增

大， ｜ κｘ ｜ 和 ｜ κｙ ｜ 减小；随 ｜ δ３０ － δ －３０ ｜ 增大， ｜ κｘｙ ｜
增大；在 δ３０ － δ －３０ ＞ ０ 的 ＡＢＤ 型中 κｘｙ ＜ ０，反之在

δ３０ － δ －３０ ＜ ０ 的 Ｃ 型中 κｘｙ ＞ ０。
２） 在 δ３０ － δ －３０ ＞ ０的ＡＢＤ型中，随Ｍｘｙ 增大 κｘ

减小，反之在 δ３０ － δ －３０ ＜ ０的Ｃ型中 κｘ 增大，随 ｜ δ３０

－ δ －３０ ｜ 增大，κｘ 和 κｘｙ 的斜率增大。
３） 对应 ５ 种不同弯扭载荷比例时， ｜ κｘｙ ｜ 最小

值对应不同的铺层顺序。 Ａ 型和 Ｂ 型 ｜ κｘｙ ｜ 最小值

对应在 ＬＰ２ 加载点，其中Ａ型 ｜ κｘｙ ｜ 更小，Ｃ型和Ｄ型

｜ κｘｙ ｜ 最小值分别对应 ＬＮ１ 和 ＬＰ１ 加载点。
从以上分析可以发现，①δ０ 控制抗弯曲性能；②

｜ δ３０ － δ －３０ ｜ 的大小控制耦合效应的强弱，δ３０ － δ －３０

的正负控制耦合效应的正负。 ③ 在不同弯扭载荷

比例下，最小 ｜ κｘｙ ｜ 对应的铺层也不相同。 由此可

将非连续的铺层顺序转化为连续的刚度权值，对复

合材料弯扭耦合效应进行定量分析和研究。

图 ３　 ４ 种试件试验和有限元的曲率 κ－加载点曲线

　 　 图 ４ 为 ４ 种试件试验和 ＦＥＡ 的力矩 Ｍ － 加载

点曲线，其中试验的合内力矩 Ｍ 是由试验的曲率数

据通过 ＣＬＴ理论计算得到的。 从图中可以看出 ４种

试件的受载情况基本一致。 对４种试件的Ｍ求平均

并计算得到平均 ω，如表 ４ 所示。 结合表 ４ 可以看

出，在 ５ 种加载方式下：①Ｍｘ 数值最大，且大小基本

·５９０１·



西　 北　 工　 业　 大　 学　 学　 报 第 ３６ 卷

相同；②Ｍｙ 数值很小，几乎为 ０；③ 在 Ｐ０ 加载点下，
力矩Ｍｘｙ 几乎为 ０，基本为纯弯曲状态；加载点由 ＬＮ２

至 ＬＰ２，Ｍｘｙ 由负变正。

图 ４　 ４ 种试件试验和有限元的力矩 Ｍ－加载点曲线

表 ４　 试验与 ＦＥＡ 的 ５ 种加载方式的平均载荷因子

Ｔｅｓｔ ／ ＦＥＡ ωｘ ωｙ ωｘｙ

ＬＮ２ ０．０９４ ／ ０．０９２ ０．９８７ ／ ０．９８６ １．０９３ ／ １．０９１

ＬＮ１ ０．０４５ ／ ０．０４６ ０．９９５ ／ ０．９９３ １．０４５ ／ １．０４６

Ｐ０ ０．００２ ／ ０．００４ ０．９９７ ／ ０．９９６ １．０００ ／ １．０００

ＬＰ１ ０．０５０ ／ ０．０４８ ０．９９６ ／ ０．９９４ ０．９５０ ／ ０．９５２

ＬＰ２ ０．０９６ ／ ０．０９４ ０．９８７ ／ ０．９８６ ０．９０５ ／ ０．９０６

为比较试验和 ＦＥＡ ２ 组曲线的数据误差，采用

积分绝对值误差准则（ ＩＡＥ）对数据进行分析，计算

方法如公式（５）所示，式中 ＤＴｅｓｔ表示试验数据，ＤＦＥＡ

表示有限元数据，ｎ 为数据的数量。 误差计算结果

如表 ５ 所示。

ＥＩＡＥ ＝
∑

ｎ

ｉ ＝ １
｜ ＤＴｅｓｔｉ

－ ＤＦＥＡｉ
｜

∑
ｎ

ｉ ＝ １
｜ ＤＦＥＡｉ

｜
（５）

表 ５　 试验和 ＦＥＡ 的曲率 κ 和力矩 Ｍ 的误差 ％

类型 Ａ 型 Ｂ 型 Ｃ 型 Ｄ 型

κｘ ０．６９ ０．５４ ０．６９ １．８７

κｙ １．４１ ３．４１ １．１０ ２．０２

κｘｙ ９．２７ ４．６８ ９．１０ ６．７３

Ｍｘ ０．７６ ２．１１ ０．５７ １．９０

Ｍｙ ２０．２０ ７６．０９ １４．９１ ７５．２８

Ｍｘｙ １６．３０ １８．３１ １２．９６ ８．１０

从表 ５ 中可以看出，试验与 ＦＥＡ 的 κｘ 和 κｙ 误

差较小，κｘｙ 误差相对较大，这可能是由于 κｘｙ 是通过

应变转轴公式计算得到，误差被进一步放大。 表 ５
中试验和ＦＥＡ的Ｍｘ 和Ｍｘｙ 误差相对较小，Ｍｙ 的误差

很大，但从图４ｂ） 中可以看出Ｍｙ 基本接近 ０，因此数

据差异可能不大，但得到的误差会较大。 通过误差

分析可以看出，试验与 ＦＥＡ 的曲率数据基本一致，
并且通过 ＣＬＴ 理论计算得到的力矩与有限元仿真

计算得到的力矩也相对一致。 因此间接通过 ＦＥＡ
模拟对 ＣＬＴ 理论与试验数据进行了验证，可认为采

用 ＣＬＴ 理论对弯扭耦合效应的分析是可行的。

３　 弯曲刚度权值的最优路径研究

３．１　 问题描述

本文以工程中常用的由 ０°，９０°，±４５°组成的对

称层合板为例，以优先满足 ｍｉｎ（ ｜ κｘｙ ｜ ），其次满足

ｍｉｎ（ ｜ κｘ ｜ ） 为目标函数，进一步定量研究在不同 ω
下，δ 的比例关系。 由公式（１）可得层合板弯曲刚度

矩阵如下

Ｄ ＝ Ｈ３

１２∑（Ｑθδθ）， θ ＝ ０°，９０°， ± ４５° （６）

式中， Ｑｉ 为 ｉ ＝ ０°，９０°， ± ４５° 时单层板的偏轴刚度

矩阵。 根据试验分析结果，取 Ｍｙ ＝ ０ 对问题进行简

化，由公式（４） 可得公式（７），独立载荷因子剩下

ω ｘ，简记为 ω。

􀭺Ｍ ＝ Ｍ２
ｘ ＋ Ｍ２

ｘｙ

Ｍｘ ＝ 􀭺Ｍｃｏｓ π
２
ωæ

è
ç

ö

ø
÷
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Ｍｘｙ ＝ 􀭺Ｍｓｉｎ π
２
ωæ

è
ç

ö

ø
÷ （７）

　 　 当铺层角度确定后， κ ｘ 和κ ｘｙ 分别是关于 δ和ω
的函数。 根据对称性分析可知，将 ω 最优铺层中的

±θ°层的角度互换可得 － ω 的最优铺层。 因此在公

式（７） 中只需讨论 ω ∈ ［０， １］ 的情况。
为满足最小的 ｜ κ ｘ ｜ 和 ｜ κ ｘｙ ｜ 条件，须满足 δ －４５

取值最小，根据层合板铺层含量的约束，假设满足

α０ ≥ ０．６，其余铺层角度含量 α ≥ ０．１ 时，根据公式

（３） 中条件，４ 个 δ 中只有 ３ 个相互独立，此时权值

可行域满足如下关系：
δ －４５ ＝ ０．００１
０．５１１ ≤ δ０ ＋ δ９０ ≤ ０．９９８
０．２１６ ≤ δ０ ≤ ０．９７３
０．００１ ≤ δ９０ ≤ ０．４８８ （８）

　 　 根据公式（８）可知，δ 的可行域如图 ５ 所示，其
中可行域边界点的权值坐标如表 ６ 所示。

图 ５　 权值 δ 的可行域

表 ６　 可行域边界点对应的权值 δ 坐标

可行域边界点
权值 δ 坐标

δ０ δ９０

Ｆ１ ０．９７３ ０．０２５

Ｆ２ ０．９７３ ０．００１

Ｆ３ ０．５１０ ０．００１

Ｆ４ ０．２１６ ０．２９５

Ｆ５ ０．２１６ ０．４８８

Ｆ６ ０．５１０ ０．４８８

３．２　 权值最优路径的求解计算

本文采用 Ｍａｐｌｅ 数学工程计算软件对所需求解

的方程进行计算。 令 Ｈ３ ／ １２ ＝ １，对公式（６） 进行简

化，由此可得 κ ｘ 和 κ ｘｙ 分别是关于 δ 和 ω 的函数

κ ｘ（δ ０， δ ９０， ω） 和 κ ｘｙ（δ ０， δ ９０， ω）。 令 κ ｘｙ ＝ ０ 可得

不同ω下 δ关于κ ｘｙ ＝ ０的等高曲线方程，如公式（９）
所示

κｘｙ ＝ ｃｏｓ π
２
ωæ

è
ç

ö

ø
÷ ｄ１３（δ０，δ９０） ＋

　 ｓｉｎ π
２
ωæ

è
ç

ö

ø
÷ ｄ３３（δ０，δ９０） ＝ ０ （９）

根据公式（９）作图可得等高曲线 δ ９０ － δ ０，如图 ６ 所

示。 从图中可以看出，ω 存在一个临界值 ω １：当 ω
∈［０， ω １］ 时，存在等高曲线 δ ９０ － δ ０ 使得κ ｘｙ ＝ ０，当
ω ＝ ω １ 时，等高曲线 δ ９０ － δ ０ 与可行域相交于点 Ｆ４；
将点 Ｆ４ 的权值带入公式（９） 可得 ω １ ＝ ０．１４４；当 ω
∈ ［ω １， １］ 时，κ ｘｙ 恒大于 ０。

图 ６　 不同 ω 下可行域上 κ ｘｙ ＝ ０ 的 δ 等高曲线 δ９０ － δ０

１） 当 ω ∈ ［０， ω １］ 时：
求解公式（９） 分别可得 δ ９０ 和 δ ０ 的函数表达式：

δ９０ ｜ κｘｙ ＝ ０ ＝ ｆ（δ０，ω），ω ∈ ［０，ω１］ （１０）
δ０ ｜ κｘｙ ＝ ０ ＝ ｇ（δ９０，ω），ω ∈ ［０，ω１］ （１１）

　 　 将公式（１０）带入 κ ｘ（δ ０， δ ９０， ω） 可得：
κｘ ｜ κｘｙ ＝ ０ ＝ κｘ（δ０，ｆ（δ０，ω），ω），ω ∈ ［０，ω１］

（１２）
　 　 根据公式（１２）可得在满足 κ ｘｙ ＝ ０ 的条件下，κ ｘ

－ δ ０ 关于 ω 的曲线族，如图 ７所示。 结合图 ６与图 ７
可知，当ω∈［０， ω １］ 时，部分等高曲线关于 δ ０ 分为

上下 ２ 个部分，部分等高曲线只有上半部分。 且 δ ０

取最大值时 κ ｘ 取得最小值。

·７９０１·



西　 北　 工　 业　 大　 学　 学　 报 第 ３６ 卷

图 ７　 不同 ω 下 κ ｘｙ ＝ ０ 时的 κ ｘ － δ０ 曲线

为求得等高曲线上 δ ０ 的最大值，对图 ６ 进行分

析可以看出，受可行域的约束，随 ω 增大，等高曲线

上 δ ０ 的最大值被分为 ３ 个部分，分别在可行域边界

Ｆ１Ｆ２Ｆ３，可行域内和可行域边界 Ｆ３Ｆ４ 上。 令方程

（１１） 关于 δ ９０ 求导为 ０，如公式（１３） 所示：
δ０ ｜ κｘｙ ＝ ０

∂δ９０

＝
∂ｇ（δ９０，ω）

∂δ９０

＝ ０，ω ∈ ［０，ω１］ （１３）

　 　 将方程（１３）带入方程（１１）并分别与 Ｆ２Ｆ３ 和

Ｆ３Ｆ４ 曲线方程联立求解，可得对应临界的 ω 分别为

０．００２ 和 ０．００８。
分别对 ω ∈ ［０， ０．００８］，［０．００８， ０．１］ 和［０．１，

ω １］３ 个区间求解 δ ０ 的最大值，可得 δ ０（ω） 函数方

程。 进一步带入公式（１１） 可得 δ ９０（ω） 函数方程，
再根据公式（３） 可得 δ ４５（ω） 函数方程。 通过以上

计算可得ω∈［０， ω １］ 时，满足κ ｘｙ ＝ ０，且κ ｘ 最小条

件时，δ（ω） 的最优路径。
２） 当 ∈ ［ω １， １］ 时：
κ ｘｙ 恒大于 ０，根据图 ６ 可以看出，当 ω ＝ ω １ 时，

κ ｘｙ 最小值在点 Ｆ４。 过点 Ｆ４ 的 κ ｘｙ 等高曲线方程如

公式（１４） 所示

κｘｙ（δ０，δ９０，ω） ＝ κｘｙ ｜ δ ＝ Ｆ４
，ω ∈ ［ω１，１］ （１４）

　 　 根据公式（１４）可得不同 ω 下过边界点 Ｆ４ 的 κ ｘｙ

等高曲线族，如图 ８ 所示。 从图中可以看出，存在一

个临界值ω ２，当ω∈［ω １， ω ２］ 时，κ ｘｙ 最小值取在点

Ｆ４ 处，当 ω ∈［ω ２， １］ 时，κ ｘｙ 最小值由点 Ｆ４ 沿可行

域边界向 Ｆ３ 移动。
将公式（８） 中可行域边界 Ｆ３Ｆ４ 带入 κ ｘｙ，并令

κ ｘｙ 关于 δ ０ 求导为 ０，如公式（１５） 所示

∂κｘｙ（δ０，０．５１１ － δ０，ω）
∂δ０

＝ ０，ω ∈ ［ω２，１］ （１５）

　 　 将点 Ｆ４ 的 δ ０ 带入公式（１５） 求解可得临界值ω ２

图 ８　 不同 ω 下过边界点 Ｆ４ 的 κ ｘｙ 等高曲线族

＝ ０．８４３。 对公式（１５） 求解可得 ω ∈ ［ω ２， １］ 范围

内 κ ｘｙ 最小值的 δ ０（ω） 函数方程，带入公式（８） 中可

行域边界 Ｆ３Ｆ４ 可得 δ ９０（ω） 函数方程，进一步可得

δ ４５（ω） 函数方程。
３．３　 权值最优路径计算结果与分析

通过以上分析可得，在可行域约束下的 δ 最优

路径，如图 ９ 所示。

图 ９　 不同比例系数 ω 下可行域内

权值 δ 的最优路径

图中虚线为可行域边界带有形状符号的曲线为

对应不 同 ω 时 κ ｘｙ ＝ ０ 的 等 高 曲 线， 实 曲 线

Ｈ１Ｆ２Ｈ２Ｈ３Ｆ４Ｈ４ 为整体 δ 最优路径 δ ９０ － δ ０ 曲线。 在

该最优路径上，能够优先保证 ｜ κ ｘｙ ｜ 最小，其次保证

｜ κ ｘ ｜ 最小。 由于受可行域边界的约束，δ 最优路径

被分为６个部分。 当ω∈［０．００８， ０．１］ 时，最优路径

在可行域内的曲线 Ｈ２Ｈ３ 上，当 ω 不在该范围时，最
优路径在可行域的边界上。 δ 最优路径的拐点坐标

与对应的 ω 如表 ７ 所示。
通过 δ 最优路径，可得 δ（ω） 曲线，如图 １０ 所

示。 结合表 ７ 与图 １０ 可以看出：
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表 ７　 权值 δ 最优路径拐点坐标与对应比例系数 ω

最优路径拐点 比例系数 ω
权值 δ 坐标
δ０ δ９０

Ｈ１ ０ ０．９７３ ０．０２４
Ｆ２ ０．００２ ０．９７３ ０．００１
Ｈ２ ０．００８ ０．９０２ ０．００１
Ｈ３ ０．１００ ０．３３３ ０．１７８
Ｆ４ ０．１４４ ／ ０．８４３ ０．２１６ ０．２９５
Ｈ４ １ ０．２５５ ０．２５５

图 １０　 可行域上最优权值路径的 δ－ω 曲线

１） 当 ω∈［０， ０．００２］ 时，随ω增大，δ０ 不变，δ９０

减小，δ４５ 增大。 δ 最优路径为可行域边界 Ｈ１Ｆ１。
２） 当 ω ∈ ［０．００２， ０．００８］ 时，随 ω 增大，δ０ 减

小，δ９０ 不变，δ４５ 增大。 δ 最 优 路 径 为 可 行 域 边

界 Ｆ１Ｈ２。
３） 当ω∈［０．００８， ω１］ 时，随ω增大 δ０ 减小，δ９０

和 δ４５ 增大，且 δ４５ 增幅大于 δ９０。 以 ω ＝ ０．１为分界，δ
最优路径分为 ２ 个部分：可行域内的 Ｈ２Ｈ３ 和可行域

边界上的 Ｈ３Ｆ４。
４） 当 ω∈ ［ω１， ω２］ 时，随 ω增大，δ０，δ９０ 和 δ４５

保持不变，δ 最优路径停留在可行域边界点 Ｆ４ 上。
５） 当ω∈［ω２， １］ 时，随ω增大，δ０ 增大，δ９０ 减

小，δ４５ 保持不变，δ 最优路径由点 Ｆ４ 沿可行域边界

向 Ｈ４ 移动。
通过最优路径 δ（ω），可以计算得到在最优路径

上 κ － ω曲线，如图 １１所示。 从图中可以看出，在最

优路径 δ（ω） 上：
１） 当ω∈［０， ω１］ 时，通过改变 δ可以保证，随

ω 增大，κｘｙ ＝ ０，κｘ 取得最小值。
２） 当ω∈［ω１， １］ 时，随ω增大，κｘｙ 开始增大，

κｘ 开始减小。

图 １１　 可行域上最优权值路径的 κ － ω 曲线

３．４　 权值最优路径的算例验证与讨论

本文以 １６ 层对称层合板为例， 对最优路径

δ（ω） 进行验证。 以试验中 Ｐ０，ＬＰ１和 ＬＰ２ ３种情况

的载荷因子为基础，分别选取 ω ＝ ０，０．０５，０．１ 以及

ω１ 进行分析计算。 根据铺层含量的约束关系可知 ４
种角度的铺层数分别为０°铺层有１０层，９０°和 ±４５°
铺层各 ２ 层。

由于实际情况中 δ 的取值是在三维空间中的离

散点（δ０， δ９０， δ４５） 上，不一定刚好取在理论最优 δ
点上，因此实际最优 δ 点是离散的三维空间点中包

围理论最优 δ 点最小六面体 ８ 个顶点中的 １ 个。 通

过计算实际与理论 δ 最优点的距离可以计算得到六
表 ８　 对应比例系数 ω下权值 δ，曲率 κ 的理论与实际最优解及铺层顺序

载荷系数 ω 最优解 权值（δ０， δ９０， δ －４５， δ４５）
曲率（κｘ， κｙ， κｘｙ）

（单位：１０ －５ｍｍ －１
实际铺层顺序

０
理论

实际

（０．９７３，０．０２４，０．００１，０．００２）
（０．９４７，０．０３７，０．００２，０．０１４）

（０．８２， － ０．２１，０．００）
（０．８４， － ０．２０，０．０１）

＼
［０５ ／ ９０ ／ ４５ ／ － ４５］ ｓ

０．０５
理论

实际

（０．５４７，０．１１１，０．００１，０．３４１）
（０．５４９，０．１１９， ０．００２，０．３３０）

（０．８４， ０．４８， ０．００）
（１．２６， － ０．４６０， ０．０１）

＼
［４５ ／ ０２ ／ ９０ ／ ０３ ／ － ４５］ ｓ

０．１
理论

实际

（０．３３３，０．１７８，０．００１，０．４８８）
（０．４２０，０．２４８，０．００２，０．３３０）

（１．７３， － ０．６３，０．００）
（１．４７， － ０．４５，０．４２）

＼
［４５ ／ ９０ ／ ０５ ／ － ４５］ ｓ

０．１４４
理论

实际

（０．２１６，０．２９５，０．００１，０．４８８）
（０．２４４，０．２４８，０．１７８，０．３３０）

（２．１８， － ０．６１，０．００）
（１．９８， － ０．６９，０．８９）

＼
［４５ ／ ９０ ／ － ４５ ／ ０５］ ｓ
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面体 ８ 个顶点的权值 δ，从 ８种情况中选取满足最优

条件的最优实际 δ，即为所求最优实际最优解。
表 ８为采用Ｍａｐｌｅ编程计算得到对应ω的 δ和κ

的理论、实际最优解，及对应的实际铺层顺序。 从表

中可以看出，最优解的理论与实际的 δ 和 κ 非常接

近。 ① 当 ω ＝ ０ 纯弯曲时，０° 层在最外层， ± ４５° 层
在最内层；② 随 ω 增大，４５° 层最先移动到外层，９０°
和 － ４５° 层相继向外层移动。 当 ω ＝ ０．０５ 时，δ４５ 的

实际值为 ０．３３０，已经达到实际的最大值，但仍小于

δ４５ 的理论值 ０．３４１，随 ω 增大，二者差异增大，κｘｙ 也

开始增大。 这是由于实际铺层的非连续性以及受到

铺层含量的约束导致 δ 的实际最优值不能完全与理

论最优值重合。

４　 结　 论

本文基于经典层合板理论提出了 ２ 个分析参

数：①将非量化的铺层顺序转化为可量化分析的刚

度权值；②将合内力矩转化为归一化的载荷系数。
并通过弯扭耦合试验与有限元模拟讨论了 ２ 个分析

参数对弯扭耦合效应的影响。
以弯曲刚度权值的可行域为约束条件，结构曲

率最小为目标函数，对含有 ０°，９０°，±４５°的层合板

进行了优化分析，得到了弯曲刚度权值的最优路径。
受到可行域的限制，弯曲刚度权值最优路径被分成

６ 个部分。 ①在前 ４ 个部分中，即 ω ∈ ［０， ω１］ 时，
存在优化权值比例使得曲率 κｘｙ ＝ ０， ｜ κｘ ｜ 取得最小

值。 ②当ω∈［ω１， １］ 时，受到可行域的限制，在弯

曲刚度权值最优路径上，随 ω 增大，曲率 κｘｙ 开始增

大，κｘ 开始减小。
根据本文提出的刚度权值最优路径，在给定任

意的弯扭载荷条件下，可以得到对应的理论最优刚

度权值，经过逆向计算可以得到实际最优铺层顺序。
通过该方法能够快速有效地找到满足曲率设计目标

的最优铺层顺序，能够对复合材料叶片弯扭耦合效

应的优化设计提供一定的参考和依据。 在本文的分

析研究中，将叶片模型简化假设为层合板，忽略曲面

叶形结构的影响，因此在后续的工作中需要进一步

研究在曲面叶形结构上弯扭耦合效应的优化分析。
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