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摘　 要：基于齿面承载接触分析方法，建立了斜齿轮副啮合刚度和轮齿修形耦合非线性激励计算模

型，研究了对角修形对齿面载荷分布、综合啮合刚度以及承载传递误差的影响。 基于 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁理

论建立了考虑轴段变形的斜齿轮－转子－轴承系统广义有限元模型，通过分离系统传递误差激振力，将
系统参变微分方程组转化为定常微分方程组，实现了快速求解。 以传递误差激振力波动量最小为优

化目标，采用图解法得到了最佳对角修形参数。 研究表明：对于修形齿轮副，啮合刚度波动量并不是

影响齿轮传动系统振动的主导因素，传递误差激振力波动量的大小决定了系统振动的剧烈程度；对角

修形不仅对轮齿刚度的削弱程度较小，而且可以显著降低动态传递误差均方根值和轴承动载荷波动

量，进而降低系统振动噪声。
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　 　 由于制造误差、装配误差和承载变形的存在，齿
轮传动系统将不可避免地产生啮合冲击和参数自激

振动，并通过轴、轴承等传递到箱体，产生箱体结构

噪声和辐射噪声，降低设备的舒适性和安全性。 为

了降低齿轮传动系统振动噪声，齿轮修形已成为重

要的设计和工艺手段。
国内外学者和技术人员对直、斜齿轮副的齿面

修形技术进行了大量研究。 Ｃｏｎｒｙ 和 Ｓｅｉｒｅｇ 采用柔

度矩阵法建立了齿面接触方程，提出了直齿轮和斜

齿轮的修形方法［１］。 Ｈｏｕｓｅｒ 以静态传递误差的啮

合频率谐波成分幅值最小为目标优化了直齿轮齿廓

修形参数［２］。 Ｌｉｎ 研究了直线和抛物线齿廓修形对

直齿轮系统动态响应的影响，发现抛物线修形对轮

齿载荷的敏感性较低［３］。 Ｍａａｔａｒ 研究了齿廓修形和

齿向修形对窄斜齿轮副准静态和动态特性的影

响［４］。 Ｂｏｎｏｒｉ 采用有限元法计算齿轮副传递误差，
并以传递误差波动量最小为目标函数，采用遗传算

法优化得到齿廓修形参数［５］。 Ｃｈｅｎ 建立了啮合刚

度与轮齿误差耦合非线性激励解析计算模型，研究

了齿廓修形对直齿轮齿面承载接触特性的影响［６］。
Ｇｈｏｓｈ 建立了综合考虑时变啮合刚度、轮齿误差、齿
面摩擦和齿侧间隙的直齿轮系统动力学模型，以轴

承动载荷波动量和啮合动载荷最大值加权最小构造

目标函数，研究了不同转速下的最佳齿廓修形

参数［７］。
除此之外，部分学者开展了斜齿轮对角修形的

相关研究。 由于斜齿轮接触线与轴线不平行，齿廓

修形和齿向修形会减少斜齿轮实际接触线总长度，
显著降低重合度，削弱轮齿强度，而对角修形只对齿

轮啮入啮出端沿接触线方向修形，不仅可以降低齿

轮振动噪声，也可以保证修形前后实际接触线总长

度变化较小，重合度较高。 王宪法以降低啮合刚度

波动量为前提，提出了对角修形的最佳修形量计算

公式［８］。 蒋进科建立了斜齿轮副纯扭转振动模型，
以承载传递误差幅值、啮合冲击力以及啮合线方向

振动加速度均方根最小为优化目标，采用遗传算法
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确定了对角修形参数［９］。
从现有文献来看，关于斜齿轮对角修形的研究

相对较少，且未详细分析对角修形对系统准静态特

性（即齿面承载接触特性）的影响规律以及对系统

振动激励和响应的影响机理。 本文基于齿面承载接

触分析方法，建立了斜齿轮副啮合刚度和轮齿修形

耦合非线性激励计算模型，研究了对角修形对齿面

承载接触特性的影响。 建立了考虑轴段变形的斜齿

轮－转子－轴承系统广义有限元模型，通过分离系统

传递误差激振力，实现了傅里叶级数法快速求解，提
高了求解效率。 以传递误差激振力波动量最小为优

化目标，采用图解法得到了最佳对角修形参数。

１　 对角修形齿面设计

对角修形是指对齿轮啮入啮出端沿接触线方向

的修形。 由于主动轮由齿根啮入齿顶啮出，从动轮

由齿顶啮入齿根啮出，对主动轮啮入位置修形等价

于对从动轮啮出位置修形，因此本文分别对主动轮

齿顶（啮出位置）和从动轮齿顶（啮入位置）进行对

角修形。

图 １　 斜齿轮副啮合面及对角修形曲线

对角修形参数包括修形曲线、修形量和修形长

度 ３ 个基本要素。 修形曲线一般有直线、抛物线等

高次曲线。 本文采用二次抛物线修形曲线。 对角修

形参数可用啮合面数据表达，如图 １ 所示，对角修形

区域为 ΔＡＢＣ 和 ΔＤＥＦ 组成的阴影部分， ＢＣ 和 ＥＦ
为修形起始位置且与接触线平行。 为方便表示，建
立旋转坐标系 ｘ２ｏｙ２，则对角修形曲面方程可表示为
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式中， Ｅ１、Ｅ２ 表示啮入啮出端修形量；ｘＰ 表示接触点

在旋转坐标系 ｘ２ｏｙ２ 中的横坐标，ＬＡＭ 和 ＬＤＮ 表示沿

接触线法向的修形长度，Ｅ（ｘ，ｙ） 表示坐标为（ｘ，ｙ）
的接触点的修形量。

２　 齿面承载接触特性的计算

修形斜齿轮副的啮合过程可视为两弹性体的准

静态承载接触过程，依据文献［１０］提出的圆柱齿轮

齿面承载接触分析方法，将连续的接触线离散为一

系列接触点，并将离散接触点处的承载变形分为宏

观弯曲剪切变形和局部赫兹接触变形，各个离散点

处的修形量可视为接触点对之间的初始间隙量，通
过有限元子结构法提取齿面法向弯曲剪切变形柔度

矩阵，采用接触变形解析公式计算赫兹接触变形柔

度矩阵，则对角修形斜齿轮副齿面承载接触方程的

矩阵形式可写为

－ ［λ］ Ｇｌｏｂａｌ｛Ｆ｝ － ｛ｕ｝ Ｌｏｃａｌ ＋ ｘｓ ＋ ｛ｄ｝ ＝ ｛ε｝

∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｆ ｉ ＝ ｛ Ｉ｝｛Ｆ｝ ＝ Ｐ

当 Ｆ ｉ ＞ ０ 时，ｄｉ ＝ ０
当 Ｆ ｉ ＝ ０ 时，ｄｉ ＞ ０
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（２）
式中， ［λ］ Ｇｌｏｂａｌ 为接触点的宏观变形柔度矩阵；｛Ｆ｝
为接触点的载荷向量；｛ｕ｝ Ｌｏｃａｌ 为接触点的局部接触

变形向量；｛ｄ｝ 为接触点的剩余间隙向量；｛ε｝ 为接

触点的初始间隙向量。 求解该矩阵方程可得到修形

斜齿轮副齿面载荷分布 Ｆ 和承载传递误差 ｘｓ。
则修形斜齿轮副综合啮合刚度为

ｋｍ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １

Ｆ ｉ

ｘｓ － εｉ
（３）

　 　 修形斜齿轮副综合啮合误差为

ｅｍ ＝
∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｋｉεｉ

ｋｍ
（４）

·３３２·
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３　 系统动力学建模及求解

３．１　 系统动力学建模

集中质量法不能考虑支承系统结构对系统动态

响应的影响，且不能详细计算各轴承支承位置的振

动响应，本节基于有限元法的基本思想，将斜齿轮－
转子－轴承系统划分为啮合单元、轴段单元和轴承

单元 ３ 个子系统，分别建立各单元的动力学模型，通
过有限元基本理论组装得到系统整体广义有限元

模型。

图 ２　 斜齿轮副啮合单元

主动轮和从动轮被视为由弹簧－阻尼结构在基

圆处相切连接的刚性圆盘。 图 ２ 为主动轮左旋且绕

ｚ 轴正向逆时针旋转时斜齿轮副全自由度动力学模

型，其中， Ｏｐ、Ｏｇ 分别为主动轮和从动轮的回转中

心，ｒｐ、ｒｇ 分别为主动轮和从动轮的基圆半径，α 为齿

轮副啮合角，ψ为主动轮至从动轮中心连线矢量与 ｘ
轴正向的夹角。 定义啮合单元的节点广义坐标列向

量为

ｑｍ ＝ ｛ｘｐ，ｙｐ，ｚｐ，θｘｐ，θｙｐ，θｚｐ，ｘｇ，ｙｇ，ｚｇ，θｘｇ，θｙｇ，θｚｇ｝
（５）

　 　 啮合单元动力学方程的矩阵形式可写为

Ｍｍ ｑ̈ｍ（ ｔ） ＋ Ｃｍ［ ｑ̇ｍ（ ｔ） － ｅ̇ｍ（ ｔ）］ ＋
　 　 Ｋｍ［ｑｍ（ ｔ） － ｅｍ（ ｔ）］ ＝ ０ （６）

式中， Ｍｍ 为啮合单元质量矩阵，Ｋｍ 为啮合单元刚

度矩阵，Ｃｍ 为啮合单元阻尼矩阵，ｅｍ 为齿面修形引

入的齿轮副综合啮合误差。
考虑轴段结构的弯扭轴摆综合变形，轴段单元

采用 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁单元模拟。 轴承单元为轴承所

连接的轴节点通过轴承刚度和轴承阻尼与箱体相连

接。 基于有限元法基本理论，由各单元动力学模型

组装得到系统整体动力学模型，系统整体运动微分

方程的矩阵形式可写为

Ｍｘ̈（ ｔ） ＋ Ｃ［ ｘ̇（ ｔ） － ｅ̇（ ｔ）］ ＋
　 　 Ｋ（ ｔ）［ｘ（ ｔ） － ｅ（ ｔ）］ ＝ Ｐ０ （７）

式中， Ｍ 为系统质量矩阵，Ｃ 为系统阻尼矩阵，Ｋ 为

系统刚度矩阵，ｘ 为系统广义坐标列向量，ｅ 为系统

综合啮合误差列向量，Ｐ０ 为系统外载荷激励列

向量。
３．２　 系统激振力的分离及求解

由（７）式可知，系统整体运动微分方程为参变

微分方程组，必须采用数值积分法求解，然而齿轮－
转子－轴承系统自由度较多，求解时间长，在保证一

定求解精度的前提下，本节对系统运动微分方程进

行近似变换处理，将方程时变部分以系统激振力的

形式转化到方程右侧，从而将参变微分方程组转化

为定常微分方程组，此时不仅可采用频域求解方法

快速求解，大大提高求解效率，而且可以更清晰地认

识到系统振动产生的根本原因。
由系统整体运动微分方程式（７）退化可得到系

统静力学平衡方程为

Ｋ（ ｔ）［ｘｓ（ ｔ） － ｅ（ ｔ）］ ＝ Ｐ０ （８）
　 　 令 Ｋ（ ｔ） ＝ Ｋ０ ＋ ΔＫ，（７） 式可转化为

Ｍｘ̈ ＋ Ｃ［ ｘ̇（ ｔ） － ｅ̇（ ｔ）］ ＋
　 （Ｋ０ ＋ ΔＫ）［ｘ（ ｔ） － ｅ（ ｔ）］ ＝ Ｐ０ （９）

　 　 令 ｘｓ（ ｔ） ＝ ｘｓ０ ＋ Δｘｓ，联立（８） 式，由于阻尼在非

共振区对系统振动的影响较小，此处忽略由阻尼引

起的误差激振力［１１］，则有

Ｍｘ̈（ ｔ） ＋ Ｃｘ̇（ ｔ） ＋ Ｋ０ｘ（ ｔ） ＝ Ｋ０ｘｓ０ ＋ Ｋ０Δｘｓ

（１０）
　 　 将方程右端 Ｋ０Δｘｓ 定义为传递误差激振力波动

量。 显然，传递误差激振力波动量由啮合刚度均值

与传递误差波动量的乘积决定，该时变项决定了系

统振动的大小。 此时，原始参变微分方程组转化为

定常微分方程组，采用傅里叶级数法求解系统动力

学方程可得到系统动态位移 ｘ（ ｔ）。
动态传递误差可表示为

ＤＴＥ ＝ Ｖｑｍ （１１）
　 　 轴承动载荷可表示为

Ｆｂｘ ＝ ｋｘｘｘｂ ＋ ｃｘｘ ｘ̇ｂ

Ｆｂｙ ＝ ｋｙｙｙｂ ＋ ｃｙｙ ｙ̇ｂ

Ｆｂｚ ＝ ｋｚｚｚｂ ＋ ｃｚｚ ｚ̇ｂ （１２）

·４３２·
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４　 算例分析

４．１　 算例描述

以某斜齿轮－转子－轴承系统为研究对象，其结

构简图如图 ３ 所示，各轴段参数如表 １ 所示。 采用

十二自由度空间 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁单元将系统离散化，
将主动轮所在轴段划分为 １３ 个单元，从动轮所在轴

段划分为 １１ 个单元，共 ２６ 个节点 １５６ 个自由度，节
点由轴段节点、轴承节点和功率节点 ３ 种类型组成。
啮合单元由主动轮和从动轮所在轴段节点通过弹簧

和阻尼相连接构成。

图 ３　 系统结构简图

表 １　 轴段参数

轴段参数 ／ ｍｍ

轴段
轴 １ 轴 ２

外径 内径 长度 外径 内径 长度

１ ９０ ０ １１０ ２００ １２０ ２６０
２ １１０ ０ ６０ ２３０ １２０ ３０
３ １２０ ０ １００ ３２０ １２０ ２００
４ １３０ ０ １８０ ２００ １２０ ３００
５ １２０ ０ １００ ２８０ １２０ ３０
６ １１０ ０ ８０
７ ９０ ０ ７０

表 ２　 斜齿轮副基本参数

部位 主动轮 从动轮

齿数 ｚ ３７ １０６
模数 ｍｎ ／ ｍｍ ５ ５
压力角 α ／ （°） ２０ ２０
螺旋角 β ／ （°） １８ １８
齿顶高系数 ｈａ １ １
顶隙系数 ｃ ０．２５ ０．２５
齿宽 Ｂ ／ ｍｍ ６０ ６０

４．２　 对角修形对齿面承载接触特性的影响

４．２．１　 修形量的影响

齿轮副总重合度为 ２．８２９７，在一个啮合周期内，
齿轮副处于双齿与三齿交替啮合状态，对啮入啮出

位置进行对角修形，采用文献［１２］中的修形长度近

似计算公式 Ｌｎ ＝ （εα － １）Ｐｂａ 得到对角修形长度为

１０．０１５ ７ ｍｍ。
当修形长度不变时，不同修形量对综合啮合刚

度和承载传递误差的影响如图 ４ 所示。

图 ４　 不同修形量对综合啮合刚度和承载传递误差的影响

可以看出，当修形量小于 １２ μｍ 时，综合啮合

刚度曲线变化较小，三齿啮合区承载传递误差随着

修形量的增加而增加。 当修形量大于 １２ μｍ 时，三
齿啮合区承载传递误差继续增加，逐步大于双齿啮

合区，三齿啮合区部分啮合位置综合啮合刚度显著

减小，甚至小于双齿啮合区。 这是因为对角修形会

使齿轮啮入啮出位置的齿面载荷分布较未修形时发

生很大改变。
修形量分别为 ０ μｍ、８ μｍ、１２ μｍ、２０ μｍ 时的

齿面载荷分布如图 ５ 所示。

·５３２·
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图 ５　 不同修形量时齿面载荷分布

可以看出，未修形时，齿轮副啮入啮出位置承担

较大载荷，当修形量较小时，啮入啮出位置承担载荷

明显降低。 当修形量增加到一定程度时，啮入啮出

位置开始出现部分接触线不承担载荷。 此时，三齿

啮合区部分啮合位置转变为双齿啮合，然而此时实

际接触线总长度减小较少，有利于系统平稳。 当修

形量进一步增加时，不参与接触的接触线长度逐渐

增加，实际接触线总长度减少过多，将使原始三齿啮

合区综合啮合刚度显著降低且小于双齿啮合区，承
载传递误差显著增大，甚至大于双齿啮合区。
４．２．２　 修形长度的影响

取修形量为 １２μｍ，修形长度对承载传递误差

和综合啮合刚度的影响如图 ６ 所示。

图 ６　 修形长度对综合啮合刚度和承载传递误差的影响

与修形量的影响相类似，当修形长度在一定范

围内时，静态啮合刚度的变化较小。 当修形长度取

值过大时，将使三齿啮合区部分啮合位置实际接触

线总长度减少过多，导致该啮合位置综合啮合刚度

减小，承载传递误差增大。
４．２．３　 修形量和修形长度的综合影响

从系统整体运动微分方程式（１０）可知，系统振

动是由齿面承载接触特性参数承载传递误差和综合

啮合刚度的时变性引起的，为方便描述承载传递误

差和综合啮合刚度的变化情况，定义齿面承载接触

特性参数变化率为

ν ＝
ｐｍ － ｐｎ

ｐｎ

× １００％ （１３）

式中， ν 表示齿面承载接触特性参数变化率；ｐｎ 表示

未修形齿面承载接触特性参数值；ｐｍ 表示修形后齿

面承载接触特性参数值。
当修形长度和修形量同时变化时，啮合刚度波

动量和承载传递误差波动量的变化如图 ７ 和图 ８ 所

示。 可以看出，当修形量和修形长度较小时，啮合刚

度波动量和承载传递误差波动量变化较小，随着修

形量和修形长度的增加，啮合刚度波动量增幅由

５％逐渐增大，直至大于 ４０％，且不存在使啮合刚度

波动量减小的区域。 然而，承载传递误差波动量随

着修形量和修形长度的增加呈现先减小后增加的趋

势，存在一明显的窄带区域使承载传递误差波动量

较小，且降幅可达 ８０％以上，远远小于未修形，此窄

带区域即为最佳修形参数选择区域。 此区域任意一

组修形量和修形长度均可以使承载传递误差波动量

较小。 同时，修形量越小，则要求选取的修形长度越

大，反之亦然。
对角修形参数对啮合刚度均值的影响如图 ９ 所

示。 可以看出，随着修形量和修形长度的增加，引入

齿面的分布式误差量逐渐增大，由于轮齿误差和啮

合刚度存在非线性耦合，啮合刚度均值总体上呈现

非线性减小趋势。 然而，由于对角修形是在斜齿轮

副啮入啮出位置沿接触线方向进行修形，当修形量

在一定范围内时，修形前后接触线总长度变化较小，
因此啮合刚度均值的变化也较小，且降幅由 １％逐

渐增加到 ４％。 这也从侧面说明，合适的对角修形

对轮齿刚度和强度的削弱较小。

·６３２·
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图 ７　 修形参数对啮合刚度波　 　 　 图 ８　 修形参数对承载传递误差波　 　 　 图 ９　 修形参数对啮合刚度

动量的影响（单位：％） 动量的影响（单位：％） 均值的影响（单位：％）

４．３　 对角修形参数的优化及系统动态响应分析

从（１０）式及以上分析可知，斜齿轮－转子－轴承

系统的振动由传递误差激振力决定，本节以对角修

形修形量和修形长度为设计变量，以传递误差激振

力波动量最小为目标函数对对角修形参数进行优化

选取。 由于传递误差激振力由啮合刚度均值和承载

传递误差波动量的乘积构成，从图 ９ 可知，对角修形

对啮合刚度均值的影响很小，因此传递误差激振力

波动量最小可视为承载传递误差波动量最小，采用

图解法由图 ８ 可得到最佳修形长度为 １０．５ ｍｍ，最
佳修形量为 １１ μｍ。

系统输入转速为 １ ５００ ｒ ／ ｍｉｎ，负载扭矩为 ２５ ００

Ｎ·ｍ。 由 ｆｍ ＝ｎ１ｚ１ ／ ６０ 可得到输入转速下齿轮副啮

合频率为 ９２５ Ｈｚ。 修形前后动态传递误差如图 １０
所示。 由于对角修形引入齿面主动误差，因此齿轮

副动态传递误差增大，然而其波动量却显著减小，啮
合频率一倍频和二倍频成分均显著下降。 修形前后

轴承 １ 处沿 ｙ 轴方向的轴承动载荷如图 １１ 所示，由
于对角修形使传递误差激振力波动降低，因此轴承

动载荷波动量明显下降，同时轴承动载荷的啮合频

率一倍频和二倍频成分大幅降低。 计算结果进一步

说明，对于对角修形齿轮副，啮合刚度波动量并不是

影响系统振动的主导因素，承载传递误差波动量的

大小直接决定了系统振动的剧烈程度。

　 　 　 　 　 图 １０　 对角修形前后动态传递误差 图 １１　 对角修形前后轴承 １ 处沿 ｙ 轴方向轴承动载荷

　 　 由于齿轮动态传递误差和轴承动载荷与相应节 点的振动位移直接相关。 因此，不同转速下的动态

·７３２·
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传递误差和轴承动载荷与该转速下的系统模态关系

密切。 图 １２ 和图 １３ 分别为不同转速下的齿轮副动

态传递误差均方根历程和轴承 １ 处沿 ｙ 轴方向轴承

动载荷波动量历程，可以看出，当输入转速为 ８４０ ｒ ／
ｍｉｎ 和 ２ ６００ ｒ ／ ｍｉｎ 时，齿轮啮合频率为 ５１８ Ｈｚ 和 １
６０３ Ｈｚ，分别与系统第 ９ 阶固有频率和第 １５ 阶固有

频率相重合，此时系统发生主共振，当啮合频率等于

第 ９ 阶固有频率和第 １５ 阶固有频率的 １ ／ ｉ （ ｉ ＝ １，２，
…，ｎ） 倍时，啮合频率的倍频成分将使系统发生超

谐波共振。 由于对角修形对啮合刚度均值的影响较

小，因此对角修形后系统并未发生类似齿向修形引

起的共振峰偏移现象［１３］。 在宽转速范围内，对角修

图 １２　 动态传递误差均方根历程

图 １３　 轴承 １ 处沿 ｙ 轴方向轴承动载荷波动量历程

形后齿轮副动态传递误差均方根值和轴承动载荷波

动量与未修形时相比均显著减小，可见对角修形的

减振效果也适用于系统的不同转速工况。

５　 结　 论

１） 基于齿面承载接触分析方法建立了对角修

形斜齿轮啮合刚度和齿面修形非线性耦合激励计算

模型，研究了对角修形参数对斜齿轮副综合啮合刚

度、承载传递误差和齿面载荷分布的影响。 当修形

量在一定范围内时，对角修形对轮齿刚度的削弱程

度较小，但可以显著减小承载传递误差波动量，随着

修形量和修形长度的增加，啮合刚度波动量呈非线

性增加趋势。
２） 基于有限元法基本思想，建立了考虑轴段变

形的斜齿轮－转子－轴承系统广义有限元模型，通过

分离系统传递误差激振力，发现系统振动主要由啮

合刚度均值和承载传递误差波动量的乘积决定，将
系统参变微分方程组转化为定常微分方程组，实现

了傅里叶级数法求解，提高了求解效率。
３） 以传递误差激振力波动量最小为目标函数，

采用图解法得到了最佳对角修形参数。 通过研究修

形前后系统的时域和频域响应，发现所设计的对角

修形可有效减小动态传递误差均方根值和轴承动载

荷波动量，降低系统振动噪声，同时反映了对于对角

修形齿轮副，啮合刚度波动量的大小并不是影响系

统振动大小的主导因素，承载传递误差波动量的大

小直接决定了系统振动的剧烈程度。
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