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近场动力学中内核参数对非均匀材料热传
导数值解的影响研究
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摘　 要：以近场动力学（ｐｅｒｉｄｙｎａｍｉｃ，简称 ＰＤ）理论为基础，推导了非均匀材料的热传导方程，给出了

ＰＤ 非均匀物性值的计算方法，数值离散过程和数值计算控制方程。 编写了 ＦＯＲＴＲＡＮ 程序，并把计

算结果和解析法进行了对比分析，验证了 ＰＤ 法的正确性。 重点研究了 ＰＤ 方法中内核参数（等效热

导率比例系数、表面修正因子以及形状因子）对非均匀材料热传导数值解的影响。 结果表明：等效热

导率比例系数、表面修正因子对温度响应影响较大，形状因子的影响基本可以忽略。 考虑表面效应且

等效热导率取为近场范围内 ２ 个材料点上的平均值时，非均匀材料的温度响应与解析解最为接近。
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　 　 经典局部理论模型在分析低温，热冲击以及材

料非均匀性较大的传热问题时，热响应结果与实际

结果相比偏差较大，采用非局部模型可有效提高精

度。 Ｊ． Ｆ． Ｌｕｃｉａｎｉ［１］、Ｇ． Ｄ． Ｍａｈａｎ［２］、Ｓ． Ｌ． Ｓｏｂｏｌｅｖ［３］

及 Ｍ． Ｇｒｍｅｌａ［４］使用非局部热传导模型，得到更精准

的低温以及大温度梯度问题下的传热结果。 Ｐ． Ｆｕｒ⁃
ｍａｎｓｋｉ［５⁃６］采用总体平均方法给出非局部热传导模

型并研究了材料微观结构对热响应结果的影响。 近

场动力学是一种新型非局部力学理论，其基本方程

是一个积分－微分方程，与 Ｉ． Ａ． Ｋｕｎｉｎ［７］提出的非局

部理论相似，基本方程中不存在位移变量对空间坐

标的导数，避免了经典局部理论的奇异性。 该理论

具有天然的无网格数值特征，特别方便进行数值

求解［８］。
虽然 ＰＤ 理论已经能够应用到传热学，但还有

许 多 问 题 需 要 探 索。 Ｆ． Ｂｏｂａｒｕ 和 Ｍ．
Ｄｕａｎｇｐａｎｙａ［９⁃１０］依据能量平衡法则最先构建出包含

裂纹的基于“联结” （ ｂｏｎｄ⁃ｂａｓｅｄ） 的 ＰＤ 热传导方

程，并得到 ＰＤ 热流密度函数，通过与解析解对比证

明了 ＰＤ 解的正确性，分析了近场范围（ｐｅｒｉｄｙｎａｍｉｃ
ｈｏｒｉｚｏｎ）半径 δ 的取值对 ＰＤ 解收敛性的影响，计算

中考虑了材料点自传导（ ｓｅｌｆ⁃ｔｒａｎｓｆｅｒ）和体积修正

（ｖｏｌｕｍｅ ｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎ），温度边界代入采用直接对最靠

近边界的材料点进行温度赋值。 这种边界温度代入

方法在离散密度很高会逼近真实情况，网格密度较

低时误差较大。 Ａ． Ａｇｗａｉ［１１］给出 ３ 种不同的 ＰＤ 热

传导内核函数以及材料对应的微热导率计算公式，
并发现在 ＰＤ 数值计算时需要对内核函数中的微材

料参数进行修正，并给出表面修正因子完善了 ＰＤ
数值计算中的误差。 随后，Ｓ． Ｏｔｅｒｋｕｓ 和 Ｅ． Ｍａｄｅｎｃｉ
等［１２］依据 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程导出基于状态（ｓｔａｔｅ⁃
ｂａｓｅｄ）的 ＰＤ 热传导方程，并提出虚拟层温度边界

条件的代入方法，但文中算例仍是基于“联结”的均

匀材料热传导计算。 Ｚｉｇｕａｎｇ Ｃｈｅｎ 和 Ｆ． Ｂｏｂａｒｕ［１３］

采用“形状因子”将 ３ 种热传导内核函数进行整合，
研究“形状因子”对 ＰＤ 解的 δ 收敛性影响，分析温

度边界代入方法、自传导项、表面修正因子等因素对

均匀材料热传导 ＰＤ 解的影响。
当前 ＰＤ 方法大多是针对均匀材料进行的计算

和分析，深入研究 ＰＤ 非均匀材料的传热已是亟待

解决的问题。 等效热导率比例系数、表面修正因子

以及形状因子是 ＰＤ 法的内核参数中重要参数。 本
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文将集中研究这几个内核参数对 ＰＤ 数值计算过程

和非均匀材料瞬态温度响应的影响，可为采用 ＰＤ
理论分析非均匀材料热传导问题时提供参数选择参

考和正确性验证依据。

１　 非均匀材料的 ＰＤ 热传导理论

近场动力学与经典局部理论的不同点在于 ＰＤ
考虑的是材料点近场范围内所有其他材料点与中心

材料点间的相互作用，而经典局部理论只考虑与材

料点临近接触点间的相互作用。 近场范围指以材料

点 ｘ 为中心，有限大小半径 δ 的邻域，如图 １ 所示。
平均划分区域网格，任一离散域的面积为 Δ２，且其

中只包含一个材料点。

图 １　 ＰＤ 空间离散和近场范围

在热传导中，材料点的相互作用就是以热流密

度表达的热能交换。 ＰＤ 理论的非均匀材料热传导

方程与均匀材料热传导方程形式一致［５］

ρ（ｘ）ｃ（ｘ） Ｔ̇（ｘ，ｔ） ＝ ∫
Ｈｘ
ｆｑ（ｘ′，ｘ，ｔ）ｄＶ′ ＋ ｈｓ（ｘ，ｔ）

（１）
式中， ρ（ｘ） 和 ｃ（ｘ） 分别表示材料的密度和比热，
ｈｓ（ｘ， ｔ） 表示单位体积上的热生成量。 ｆｑ（ｘ′，ｘ，ｔ）
表示 ｘ 点近场范围内所有材料点 ｘ′与点 ｘ 间的相互

作用，它本质上是一个双热流密度函数，也被称作热

响应函数或者“内核”函数。 基于联结下的内核函

数表达如下［６］

ｆｑ（ｘ′，ｘ，ｔ） ＝ κ（ｘ′，ｘ） τ（ｘ′，ｘ，ｔ）
｜ ξ ｜ ｎ （２）

式 中， κ（ｘ′， ｘ） 表 示 材 料 的 微 热 导 率

（ｍｉｃｒｏ⁃ｃｏｎｄｕｃｔｉｖｉｔｙ），该材料系数为 ＰＤ理论中的热

导率。 整数 ｎ被称为形状因子，该参数通常取为 ０、１
和 ２。 ξ是点 ｘ′和 ｘ间的向量差。 τ（ｘ′，ｘ，ｔ） 是 ｔ时刻

点 ｘ′ 和 ｘ 温差，可表示为

τ（ｘ′，ｘ，ｔ） ＝ Ｔ（ｘ′，ｔ） － Ｔ（ｘ，ｔ） （３）
二维热传导常数形式的 κ（ｘ′， ｘ） 表达式如下

κ（ｘ′，ｘ） ＝ ２（４ － ｎ）ｋ
ｈπδ（４－ｎ） 　 ｎ ＝ ０，１，２ （４）

式中， ｈ 是材料点 ｘ 在坐标 ｚ 方法向上的厚度，一般

取为Δ。 ｋ 为经典理论热导率，它是近场范围内 ２ 个

材料点热导率的函数，可以写为

ｋ ＝ φｋ（ｘ′） ＋ （１ － φ）ｋ（ｘ） （０ ≤ φ ≤ １） （５）
式中， φ为等效热导率比例系数，用来描述材料点物

性值所占比重。 ρ（ｘ）、ｃ（ｘ） 以及 ｋ（ｘ′） 和 ｋ（ｘ） 由非

均匀材料物性值函数决定。
将时间微分项替换为向前差分格式进行，对空

间积分项进行离散并采用 Ｇａｕｓｓ 中点数值积分，ＰＤ
热传导方程变为

Ｔｍ＋１
ｉ ＝ Ｔｍ

ｉ ＋ Δｔ
ρ（ ｉ） ｃ（ ｉ）

{∑
Ｎ

ｊ ＝ １
（ｇ

（ ｉ）（ ｊ）
κ（ ｉ）（ ｊ）） ×

　
τｍ

（ ｉ）（ ｊ）

｜ ξ（ ｉ）（ ｊ） ｜ ｎ（ｖ（ ｊ）
Ｖ（ ｊ）） ＋ ｈｍ

ｓ（ ｉ） } （６）

式中，下标 ｉ 表示第 ｉ 个材料点，ｊ 表示材料点 ｉ 近场

范围内的第 ｊ个材料点。 Ｎ为材料点 ｉ近场范围内的

材料点总数。 上标 ｍ 表示第 ｍ 个离散时刻。 Δｔ 为
时间步长，Ｖ（ ｊ） 表示材料点 ｊ 的体积。 ｇ（ ｉ）（ ｊ） 称为表

面修正因子，ｖ（ ｊ） 为体积修正因子［５］。
以图 ２ 所示的非均匀材料矩形板为算例，应用

分离变量法与 ＰＤ 数值方法求解二维热传导问题。
长度和宽度为 ｌ ＝ ｂ ＝ ２０ ｍｍ，四周作用边界温度Ｔ１ ＝
１００ Ｋ，初始温度为Ｔ０ ＝ ０ Ｋ，假定材料热物性值为指

数函数：ｋ ＝ Ｄｅｃｘ＋ｄｙ，ρｃ ＝ Ｅｅｃｘ＋ｄｙ，其中 Ｄ、Ｅ以及 ｃ和 ｄ
为材料非均匀参数，取为Ｄ ＝ Ｅ ＝ １．０，ｃ ＝ ｄ ＝ ０．１。 其

分离变量解为

Ｔ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ Ｔ１ ＋ ∑
∞

ｍ ＝ １
∑
∞

ｎ ＝ １
Ａｍｎｅ

－ ｃ
２ ｘ ×

　 ｓｉｎ ｍπ
ｌ
ｘæ

è
ç

ö

ø
÷·ｅ － ｄ

２ ｙｓｉｎ ｎπ
ｂ
ｙæ

è
ç

ö

ø
÷·ｅ －γｍｎ

Ｄ
Ｅ ｔ （７）

式中

Ａｍｎ ＝
４（Ｔ０ － Ｔ１）

ｂｌ [ ４ｌ２

ｌ２ｃ２ ＋ ４ｍ２π２

ｍπ
ｌ

１ － ｅ
ｌｃ
２ ｃｏｓｍπ( ) ×

　 ４ｂ２

ｂ２ｄ２ ＋ ４ｎ２π２

ｎπ
ｂ

１ － ｅ
ｂｄ
２ ｃｏｓｎπ( ) ] （８）

·４０２·
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图 ２　 算例

ＰＤ 算法中矩形板 ｘ 方向和 ｙ 方向上离散材料

点总数均为 ８０，Δ ＝ ０．２５ ｍｍ，近场范围 δ ＝ ３．０１５ Δ，
时间步长 Δｔ＝ １０－４ ｓ，取形状参数 ｎ＝ １。 对比 ｔ＝ １ ｓ、
５ ｓ 和 ９ ｓ 时 ｘ＝ １０．１２５ ｍｍ 板宽度方向上虚线的温

度分布，如图 ３ 所示。 对比 ２ 种方法的计算结果可

知，本文 ＰＤ 数值求解程序正确可靠。

图 ３　 矩形板 ｘ＝ １０．１２５ ｍｍ 宽度方向上温度验证

为了说明 ＰＤ 理论相比传统局部理论在传热学

中的优势和应用价值，设置图 ２ 算例边界为低温 １
Ｋ，材料函数取法不变。 给出 ＰＤ 方法，传统 ＦＥＭ 以

及分离变量法在 １．０ ｓ 时的结果对比，表 １ 为图 ２ 中

从边界到中心实线上离散点的温度结果，靠近矩形

板中心位置的离散点温度接近为零。 分析表 １ 结果

可知，在非均匀材料低温导热时，采用 ＰＤ 方法的计

算结果整体相比传统 ＦＥＭ 结果误差要小。 因此，
ＰＤ 非局部热传导模型更适用于低温以及材料非均

匀性较大时的传热问题。

表 １　 低温边界下 ＰＤ 与 ＦＥＭ 结果误差对比

ＰＤ ／ Ｋ ＦＥＭ ／ Ｋ ＳＶＭ ／ Ｋ Ｅｒｒｏｒ： ＰＤ Ｅｒｒｏｒ： ＦＥＭ
０．９３０ ０．９２１ ０．９２４ ０．７％ ０．３％
０．７７７ ０．７６８ ０．７７６ ０．２％ １．０％
０．６３８ ０．６２７ ０．６３８ ０．０％ １．７％
０．５１１ ０．５００ ０．５１３ ０．３％ ２．５％
０．４００ ０．３９０ ０．４０３ ０．６％ ３．２％
０．３０６ ０．２９７ ０．３０９ ０．７％ ３．６％
０．２２９ ０．２２２ ０．２３１ ０．８％ ３．７％
０．１６７ ０．１６２ ０．１６８ ０．７％ ３．４％
０．１１９ ０．１１７ ０．１１９ ０．２％ ２．３％
０．０８３ ０．０８２ ０．０８３ ０．６％ ０．６％
０．０５７ ０．０５７ ０．０５６ １．８％ ２．２％
０．０３８ ０．０３９ ０．０３６ ３．６％ ６．３％
０．０２５ ０．０２６ ０．０２３ ６．１％ １１．７％
０．０１６ ０．０１７ ０．０１４ ９．１％ １８．９％

注：ＳＶＭ 表示由分离变量法得到的解析解。

２　 ＰＤ 内核参数对温度响应的影响
研究

２．１　 非均匀材料热导率模型对 ＰＤ 解的影响

均匀材料的微热导率 κ 可由 ＰＤ 热势能与经典

力学热势能等价条件得到。 在计算 κ 时（４）式中近

场范围内任意材料点的热导率是相等的，而非均匀

材料的热导率则需要考虑近场中心材料点与其它材

料点的比重。 为了研究比例系数 φ 对解的影响，取
φ 为 ０．０、０．３、０．５、０．７ 以及 １．０，对比在不同形状因子

ｎ 下的计算结果，计算参数不变。 如图 ４ 所示为 ｔ ＝
５．０ ｓ 时，材料点（１０．１２５，４．１２５）的温度值与解析解

的对比。

图 ４　 微热导率模型比例系数对温度的影响（时间 ｔ＝ ５．０ ｓ）

由图 ４ 知，不同比例系数 φ 下的温度响应基本

成线性分布，当系数 φ 取 ０．５ 时，ＰＤ 解与解析解符

·５０２·
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合最好，φ 离 ０．５ 越远 ＰＤ 解误差越大，微热导率中

的 ｋ 取两点平均值是可行的。 形状因子 ｎ 对这一规

律没有影响。
２．２　 表面修正因子对非均匀材料 ＰＤ 解的影响

为分析表面修正因子对 ＰＤ 解的影响，计算不

同形状因子 ｎ 时考虑与不考虑表面效应 ２ 种情况的

瞬态 ＰＤ 温度响应，表 ２ 给出材料点（１０．１２５，４．１２５）
在 ｔ＝ ５ ｓ 时的温度。
表 ２　 不同形状因子下表面修正因子对 ＰＤ 温度响应的影响

ｇ（ ｉ）（ ｊ） Ｔ（ｎ＝ ０） ／ Ｋ Ｔ（ｎ＝ １） ／ Ｋ Ｔ（ｎ＝ ２） ／ Ｋ

Ｔｒｕｅ １５．８９８ １５．８６５ １５．８３４

Ｆａｌｓｅ １２．４８７ １３．０３０ １３．１６５

注：Ｔｒｕｅ 表示考虑表面修正因子 ｇ（ ｉ）（ ｊ） 的情况，Ｆａｌｓｅ 为不考

虑表面修正因子 ｇ（ ｉ）（ ｊ）的情况。

由此可知，非均匀材料在温度边界下考虑表面

修正 因 子 的 ＰＤ 解 误 差 更 小 （ 分 离 变 量 解 为

１５．８２２ Ｋ）。 另外结合图 ５，还可以看出当微热导率

取两点平均值时，形状因子 ｎ 取 ２ 时 ＰＤ 解与解析

解最接近，但影响并不明显。
２．３　 近场范围对非均匀材料解的影响

材料点离散密度不变，近场范围可由 δ ＝ｍΔ 控

制。 取 ｍ 分别等于 ９．０１５、７．０１５、５．０１５、３．０１５ 以及

１．０１５，ＰＤ 解与分离变量解的对比如图 ５ 所示。 由

图 ５ 可知，当 ｍ→０ 时（即 δ→０），非均匀材料瞬态热

传导的 ＰＤ 解与其他 ｍ 值相比更趋于经典解，但并

不存在 ｍ 值越大误差越大的单调现象。

图 ５　 计算近场范围对热响应的影响

３　 结　 论

采用近场动力学理论计算非均匀材料瞬态热传

导响应时，内核参数不同会影响温度响应。 经研究，
各内核参数影响如下：

１） 不同比例系数 φ 下的温度响应可认为成线

性分布，当系数 φ 取 ０．５ 时，ＰＤ 解最接近解析解，φ
离 ０．５ 越远 ＰＤ 解误差越大，微热导率取近场范围两

点平均值最为可靠，“内核”形状系数 ｎ 对这一规律

没有影响。
２） 非均匀材料在温度边界下考虑表面修正因

子的 ＰＤ 解更接近解析解。 另外，当微热导率取两

点平均值形状系数 ｎ 取 ２ 时，ＰＤ 解收敛性更好。
３） 当 ｍ→０ 时，非均匀材料瞬态热传导的 ＰＤ

解误差最小，更趋于经典解，采用 ＰＤ 理论求解非均

匀材料热响应时，仍需将 δ 取为材料点间距 Δ 的

３ 倍。
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