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摘　 要：Ｌａｎｄａｕ⁃Ｇｉｎｚｂｕｒｇ⁃Ｈｉｇｇｓ 方程是一个重要的非线性波动方程，应用多辛保结构理论研究了其多

辛算法。 首先，利用哈密顿变分原理构造了 Ｌａｎｄａｕ⁃Ｇｉｎｚｂｕｒｇ⁃Ｈｉｇｇｓ 方程的多辛格式；随后，通过空间

方向上的傅里叶拟谱离散和时间方向上的辛欧拉离散得到了 Ｌａｎｄａｕ⁃Ｇｉｎｚｂｕｒｇ⁃Ｈｉｇｇｓ 方程的一种显式

多辛离散格式；数值实验模拟了非周期边界的扭状孤立波，结果展示了多辛离散格式的精确性和保持

局部守恒量的特性。
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　 　 随着科学技术和计算机水平的不断发展，数值

分析在科学与工程界发挥着越来越重要的作用。 在

具体的应用过程中，随着处理动力学问题难度的不

断加大，需要更好的数值方法作为基础。 科研人员

对数值算法的发展要求是不仅与精确解误差要尽可

能小，更重要的是要保持长时间数值稳定性以及能

够体现动力学系统内在几何性质。 冯康等［１］ 在“数
值算法应尽可能保持原问题的本质特征”的原则

下，基于辛几何原理，提出和发展了一套哈密顿系统

辛算法，取得了一系列显著的成果。 然而在处理偏

微分发展方程时，却没有好的方法保证空间离散后

的方程组仍保持哈密顿特性。 针对辛算法处理偏微

分方程时的缺陷，依照保结构思想，Ｍａｒｓｄｅｎ［２］ 和

Ｂｒｉｄｇｅｓ［３⁃４］分别提出了无穷维保守哈密顿系统的多

辛结构和多辛算法的理论。 作为辛算法的直接推

广，近年来，由于在理论和大量的数值实验中展现出

了诸如精度高、稳定性好以及保结构等数值特性，多
辛算法受到了学术界的广泛关注：Ｍｏｏｒｅ 等［５］ 提出

和发展了多辛积分的后向误差分析理论；王雨顺

等［６⁃８］ 在各种离散格式的构造，如高阶算法、保能

量、保动量算法等方面做了大量工作；洪佳林等［９］

研究了随机非线性发展方程的多辛算法；胡伟鹏

等［１０］将多辛算法引入到应用力学领域的非保守系

统，提出和发展了广义多辛算法。
非线性孤子理论在物理学、力学及自然科学的

很多领域得到了大量的应用。 Ｌａｎｄａｕ⁃Ｇｉｎｚｂｕｒｇ⁃
Ｈｉｇｇｓ 方程是一个典型的非线性发展方程［１１］，胡伟

鹏等［１２］研究了其隐式多辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 离散格式的

数值行为，给出了算法高精度、长时间稳定和保结构

等数值特性，并依照广义多辛理论的思路［１３］，研究

了微扰效应对孤立波传播过程中振幅和波速的影

响。 众所周知，隐式格式在每一时间步都要迭代求

解复杂的非线性方程（组），计算效率将受到影响。
本文将构造一种 Ｌａｎｄａｕ⁃Ｇｉｎｚｂｕｒｇ⁃Ｈｉｇｇｓ 方程的显式

多辛傅里叶拟谱格式，并对这种格式的数值特性进

行了研究。

１　 Ｌａｎｄａｕ⁃Ｇｉｎｚｂｕｒｇ⁃Ｈｉｇｇｓ 方程的多
辛形式

依照 Ｂｒｉｄｇｅｓ 构造多辛形式的思想［４］，其基本思

路是通过引入适当的正则变量，将高阶偏微分方程

（组）系统降阶为一阶偏微分方程组对称形式，并通
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过哈密顿函数来得到标准的多辛方程组。
Ｌａｎｄａｕ⁃Ｇｉｎｚｂｕｒｇ⁃Ｈｉｇｇｓ 方程的形式如下

ｕｔｔ － γ２ｕｘｘ ＋ αｕ － βｕ３ ＝ ０ （１）
式中，α， β， γ ∈ Ｒ 为系数。

通过引入正则动量 ｖ ＝ ∂ｔｕ， ｗ ＝ ∂ｘｕ 可得到 Ｌａｎ⁃
ｄａｕ⁃Ｇｉｎｚｂｕｒｇ⁃Ｈｉｇｇｓ 方程（１）的一阶多辛偏微分方

程组

ｖｔ － γ２ｗｘ ＝ βｕ３ － αｕ
－ ｕｔ ＝ － ｖ
γ２ｕｘ ＝ γ２ｗ （２）

如定义反对称系数矩阵 Ｍ 和 Ｋ 如下

Ｍ ＝
０ １ ０
－ １ ０ ０
０ ０ ０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

　 Ｋ ＝
０ ０ － γ２

０ ０ ０
γ２ ０ ０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

则（２）式可以写为标准的多辛形式

Ｍ∂ｔｚ ＋ Ｋ∂ｘｚ ＝ ∇ｚＳ（ｚ） （３）
式中， ｚ ＝ ［ｕ，ｖ，ｗ］ Ｔ ∈ Ｒ３ 为状态变量，哈密顿函数

为 Ｓ（ｚ） ＝ β
４
ｕ４ － α

２
ｕ２ － １

２
ｖ２ ＋ γ ２

２
ｗ２。

之所以称一阶偏微分方程组（３）为多辛形式，
因为其满足多辛守恒律。 依据多辛积分理论［４］，其
多辛守恒律具体形式可以表示为

∂ｔ（ｄｕ ∧ ｄｖ） ＋ ∂ｘ（γ２ｄｗ ∧ ｄｕ） ＝ ０ （４）
式中， ∧ 为外积算子。

由于系数矩阵 Ｍ 和 Ｋ 的反对称性，通过（３） 式

两边分别对 ∂ｔｚ 和 ∂ｘｚ 做内积，还可以得到另外 ２ 种

重要的守恒量：局部能量和局部动量守恒律。 依照

多辛积分理论［４］ ，局部能量守恒律的具体形式为

∂ｔ
β
４
ｕ４ － α

２
ｕ２ － １

２
ｖ２ ＋ γ２

２
ｕｗｘ

é

ë
êê

ù

û
úú ＋

　 　 ∂ｘ － １
２
γ２ｕｗ ｔ ＋

１
２
γ２ｗｕｔ

é

ë
êê

ù

û
úú ＝ ０ （５）

局部动量守恒律的具体形式为

∂ｔ
１
２
ｕｖｘ － １

２
ｖｕｘ

é

ë
êê

ù

û
úú ＋

　 　 ∂ｘ
β
４
ｕ４ － α

２
ｕ２ ＋ γ２

２
ｗ２ － １

２
ｕｖｔ

é

ë
êê

ù

û
úú ＝ ０ （６）

　 　 局部保结构算法的核心思想是把整个时间层上

所保的结构推广到局部，使得算法能在局部领域和

每个点上保持守恒性质，从而克服不同边界条件的

限制。 这正是多辛算法在处理偏微分方程时的优势

所在，可以应用到更广泛的领域。 在算例分析中将

分析（５）式和（６）式的守恒性质。

２　 多辛形式的傅里叶拟谱离散格式

对多辛偏微分方程组（３）在空间方向进行傅里

叶拟谱离散、在时间方向进行辛欧拉离散［１４］，可得

到一种多辛离散方法，即傅里叶拟谱离散格式。
首先做一些定义，假设 ｕ（ｘ，ｔ） 在空间［ａ，ｂ］ 上

可微，区间长度为 Ｌ ＝ ｂ － ａ。 时间步长和空间步长

分别为 Δｘ 和 Δｔ。 将空间 Ｎ 等分（其中 Ｎ 为偶数），

则分点可以表示为 ｘｉ ＝
Ｌ
Ｎ
ｉ （ ｉ ＝ ０，１，…，Ｎ － １），时

间方向表示为 ｔ ｊ ＝ ｊΔｔ。 这样，可得多辛偏微分方程

组（３） 空间方向关于 ∂ｘ 的傅里叶谱微分矩阵具体

表达式为［１４］

Ｄｉ，ｎ ＝ （Ｄ１） ｉ，ｎ ＝
１
２
μ（ － １） ｉ ＋ｎｃｏｔ μ

ｘｎ － ｘｉ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， ｉ ≠ ｎ

０，　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｉ ＝ ｎ

ì

î

í

ïï

ïï

（７）
式中， μ ＝ ２π ／ （ｂ － ａ）。

考虑对多辛形（３） 式空间方向进行傅里叶拟谱

离散，可得

ｖｔ － γ２Ｄｗ ＝ βｕ３ － αｕ
　 　 － ｕｔ ＝ － ｖ
　 γ２Ｄｕ ＝ γ２ｗ （８）

如将（８）式写成紧凑形式，则有

Ｍ∂ｔｚｎ ＋ Ｋ∑
Ｎ－１

ｉ ＝ ０
（Ｄ１） ｎ，ｉｚｉ ＝ ∇ｚＳ（ｚｎ） （９）

对半离散格（９）式的变分方程两边取 ｄｚｎ 的外积，由
矩阵 Ｓｚｚ（ｚｎ） 的对称性，可得到傅里叶拟谱离散格

（９） 式满足 Ｎ 个半离散多辛守恒律

∂ｔωｎ ＋ ∑
Ｎ－１

ｉ ＝ ０
（Ｄ１） ｎｉκｎｉ ＝ ０　 （ｎ ＝ ０，１，…，Ｎ － １）

（１０）
式中

ωｎ ＝ １
２
（ｄｚｎ ∧ Ｍｄｚｎ）

κｎｉ ＝
１
２
（ｄｚｎ ∧ Ｋｄｚｉ）

ｚｎ ＝ ［ｕｎ，ｖｎ，ｗｎ］ Ｔ

　 　 （９）式是空间方向采用傅里叶拟谱方法的半离

散形式，如要得到全离散格式则需将时间方向进一

步离散。 本文采用辛欧拉格式在时间方向对（９）式
进行离散，可得到

·２１０１·
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Ｍ ＋ δ ＋
ｔ ｚｊｎ ＋ Ｍ － δ －

ｔ ｚｊｎ ＋ Ｋ∑
Ｎ－１

ｉ ＝ ０
（Ｄ１） ｎ，ｉｚ ｊｉ ＝ ∇ｚＳ（ｚｊｎ）

（１１）
式中矩阵 Ｍ ＋ 和 Ｍ － 满足关系

Ｍ ＋ ＋ Ｍ － ＝ Ｍ　 ＭＴ
＋ ＝ － Ｍ －

δ ＋
ｔ 和 δ －

ｔ 分别为向前差分和向后差分算子

δ ＋
ｔ ｚｊｎ ＝ １

Δｔ
（ｚｊ ＋１ｎ － ｚｊｎ）

δ －
ｔ ｚｊｎ ＝ １

Δｔ
（ｚｊｎ － ｚｊ －１ｎ ）

　 　 与（９）式类似，对全离散格（１１）式的变分方程

两边取 ｄｚｊｎ 的外积，由矩阵 Ｓｚｚ（ｚｊｎ） 的对称性，可得到

傅里叶拟谱离散格（１１） 式满足 Ｎ 个离散多辛守

恒律

ω ｊ ＋１
ｎ － ω ｊ

ｎ

Δｔ
＋ ∑

Ｎ－１

ｉ ＝ ０
（Ｄ１） ｎｉκ ｊ

ｎｉ ＝ ０

（ｎ ＝ ０，１，…，Ｎ － １） （１２）
式中

ω ｊ
ｎ ＝ １

２
（ｄｚｊ －１ｎ ∧ Ｍ ＋ ｄｚｊｎ）

κ ｊ
ｎｉ ＝

１
２
（ｄｚｊｎ ∧ Ｋｄｚｊｉ）

ｚｊｎ ＝ ［ｕ ｊ
ｎ，ｖｊｎ，ｗ ｊ

ｎ］ Ｔ

此处取 Ｍ ＋ ＝ Ｍ － ＝
１
２
Ｍ，应用正则动量关系 ｖ ＝ ∂ｔｕ，

ｗ ＝ ∂ｘｕ，通过削去中间变量，就可以得到只含变量 ｕ
的 Ｌａｎｄａｕ⁃Ｇｉｎｚｂｕｒｇ⁃Ｈｉｇｇｓ 方程傅立叶拟谱离散格

式为

ｕ ｊ ＋１
ｉ － ２ｕ ｊ

ｉ ＋ ｕ ｊ －１
ｉ

Δｔ２
－ γ２（Ｄ２

１ ｕ ｊ
ｎ） ｉ ＋ αｕ ｊ

ｉ － β（ｕ ｊ
ｉ） ３ ＝ ０

（ｎ ＝ ０，１，…，Ｎ － １） （１３）
由于格式（１３）满足离散多辛守恒律（１２）式，则可称

其为多辛离散格式。 在下一节中将考察离散格式

（１３）的数值特性。

３　 数值算例

为了研究离散格式（１３）的数值行为，本节将给

出一些算例结果。 不同于隐式格式，（１３）式为显式

格式，这避免了复杂的迭代过程，计算效率将得到

提高。
考虑 Ｌａｎｄａｕ⁃Ｇｉｎｚｂｕｒｇ⁃Ｈｉｇｇｓ 方程（２）非周期边

界的扭状孤波解如下

ｕ（ｘ，ｔ） ＝ α
β

ｔａｎｈ α
２（ｃ２ － γ２）

（ｘ － ｃｔ）
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（１４）
式中， ｃ 表示孤波波速。 （１３） 式是一个 ３ 层的离散

格式，在计算过程中应给出前 ２ 层初值条件如下

ｕ（ｘ，０） ＝ α
β

ｔａｎｈ α
２（ｃ２ － γ２）

ｘ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｕ（ｘ，Δｔ） ＝ α
β

ｔａｎｈ α
２（ｃ２ － γ２）

（ｘ － ｃΔｔ）
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（１５）
数值计算中选取参数 α ＝ － ２， β ＝ － ２， γ ＝ １，波速 ｃ

为 － １ ／ ２ ，则孤波波形为在空间方向由正方向往负

方向移动的扭结孤波。 选取时间步长为 Δｔ ＝ ０ ２５，
空间步长为 Δｘ ＝ （ｂ － ａ） ／ Ｎ ＝ ０ ５，在空间区域 ｘ ∈
［ － ３０，３０］，时间段 ｔ ∈ ［０，２０］ 内对孤波解的演化

过程进行数值模拟。
图 １给出了传播过程中不同时刻（ ｔ ＝ ５，ｔ ＝ １０， ｔ

＝ １５， ｔ ＝ ２０） 的波形图，其中实线为精确解的值，
“·”号为数值解的值。 由图 １ 可以看出，在孤波传

播的各个时刻，数值解和精确解都吻合良好，没有随

着时间增长出现明显偏差。 这说明离散格式（１３）
很好地模拟了孤波演化过程，保持了孤波的基本几

何性质。 值得一提的是，本文中格式（１３）在模拟非

周期边界孤波演化过程中给出了较好的结果。

图 １　 不同时刻数值解和精确解的波形图（其中实线为精确解，“·”为数值解）

·３１０１·
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　 　 为了研究数值精度，记录了孤波传播过程中不

同时刻的数值误差，在 ｔ ＝ ｊΔｔ 时刻的最大数值误差

可以表达如下

Ｌ ｊ
ｍａｘ ＝ ｍａｘ

１≤ｉ≤Ｎ
｜ ｕ（ｘｉ，ｔ ｊ） － ｕ ｊ

ｉ ｜ （１６）

式中， ｕ（ｘｉ，ｔ ｊ） 和 ｕ ｊ
ｉ分别表示在 ｘ ＝ ａ ＋ ｉΔｘ， ｔ ＝ ｊΔｔ

处的精确解和数值解。 图 ２给出了 ｔ∈［０，２０］ 时的

最大误差变化情况。 从图中可以看出，误差值在 ０
附近波动，保持在［ － １ ５ × １０ －３，１ ５ × １０ －３］ 范围

内，没有随着时间增长出现明显的误差累积过程，这
体现了多辛保结构算法的稳定性。

为了进一步验证多辛离散格式（１３）具有保持

系统局部特性的能力，记录了离散局部能量和动量

守恒律误差。 用 Ｅｍａｘ 和 Ｉｍａｘ 分别表示离散局部能量

最大误差和离散局部动量最大误差，定义不同时刻

的局部守恒量最大误差 Ｅ ｊ
ｍａｘ 和 Ｉ ｊｍａｘ 如下

Ｅ ｊ
ｍａｘ ＝ ｍａｘ

１≤ｉ≤Ｎ
｜ Ｅ ｊ

ｉ ｜

Ｉ ｊｍａｘ ＝ ｍａｘ
１≤ｉ≤Ｎ

｜ Ｉ ｊｉ ｜ （１７）

式中， Ｅ ｊ
ｉ和 Ｉ ｊｉ分别表示在 ｘ ＝ ａ ＋ ｉΔｘ， ｔ ＝ ｊΔｔ 处的离

散局部守恒量的数值解。 图 ３ 给出了不同时刻局部

能量和局部动量的最大误差。 从图中可以看出局部

能量最大误差保持在 １０ －５ 量级、局部动量最大误差

保持在１０ －６ 量级，这说明多辛离散格（１３） 式可以很

好的保持动力系统局部性质。 它是局部保结构格

式，不依赖于边界条件的限制，当边界条件满足时，
自然可以推广到整体守恒量的保持。

　 　 图 ２　 不同时刻数值解的最大误差　 　 　 　 　 　 　 图 ３　 不同时刻数值解局部能量和局部动量最大误差

４　 结　 论

多辛方法是一种局部保结构算法，强调保持离

散动力系统的局部特性，其提出和发展拓宽了保结

构算法的适用性。 本文基于多辛理论，得到了

Ｌａｎｄａｕ⁃Ｇｉｎｚｂｕｒｇ⁃Ｈｉｇｇｓ 方程的一种显式多辛拟谱离

散格式，给出了其多辛守恒律、局部能量守恒律和局

部动量守恒律的表达形式。 数值模拟显示了该离散

格式的优越性：在数值计算中很好地保持了动力系

统基本几何性质；随着孤波演化的过程中没有出现

明显误差累计过程；系统局部特性（局部能量和局

部动量守恒律）保持良好。 数值结果体现了高效、
稳定的数值行为，这也正是多辛算法的优势所在。
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