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摘　 要：基于圆型限制性三体问题模型（ＣＲ３ＢＰ），提出了一种用于设计双脉冲地月转移轨道的微分

数值计算方法。 通过分析地月转移过程中航天器的初始和末端状态，利用 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｒａｐｈｓｏｎ 迭代法推

导转移轨道的微分校正方程，并采用 ｐｅｒｉａｐｓｉｓ 截面来估计转移轨道的初始状态；然后以估计的初始状

态作为迭代初值，经过微分校正方程的迭代得到准确的初始状态，完成双脉冲地月转移轨道的设计，
并解决了空间 ＣＲ３ＢＰ 多个未知参数的问题。 因此，该方法不仅适用于平面 ＣＲ３ＢＰ，也适用于空间

ＣＲ３ＢＰ 的双脉冲转移轨道设计。 数值计算结果表明，该方法能有效地进行双脉冲地月转移的数值计

算。 另外，双脉冲地月轨道和月地返回地球的轨迹是关于 ｘ⁃ｚ 平面镜像。
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　 　 传统的地月转移轨道设计是基于二体模型的拼

接以及在此基础上的多体摄动理论进行的，其中最

典型的是 Ｈｏｈｍａｎｎ 转移［１］。 近年来，由于能够减少

转移过程中的能量消耗，基于限制性三体［２］ 或者四

体问题［３］ 设计的低能转移轨道受到了广泛重视。
总的来说，地月转移轨道的设计可以分来内部转移

和外部转移 ２ 种形式［４］。
外部转移主要是基于太阳、地球和月球组成的

限制性四体进行的。 Ｂｅｌｂｒｕｎｏ 等［５］提出弱稳定边界

理论（ＷＳＢ），并采用弹道捕获方法设计了地月低能

转移轨道；之后 Ｋｏｏｎ 等［３］ 在双圆型限制性三体问

题模型的基础上利用稳定流形和不稳定流形拼接的

方法设计了地月转移轨道。 这种类型的转移轨道虽

然有着节省耗能的优点，但是飞行时间较长。
在内部转移中，地月转移轨道的设计主要是基

于地球和月球组成的限制性三体问题完成的［６⁃７］。
由于与平动点 Ｌ１ 相关的不变流形往往很难到达地

球附近，所以这种类型的转移轨道往往需要多次机

动［８］；为此，拼接圆锥曲线法被引入限制性三体问

题中，用于减少机动的次数，设计双脉冲地月转移

轨道［９］。

本文针对 ＷＳＢ 转移时间长以及在内部转移中

地月转移轨道需要多次机动的问题，从微分数值计

算的角度出发进行双脉冲地月转移轨道的设计。 其

基本思想在于利用 ｐｅｒｉａｐｓｉｓ 截面估计转移轨道的初

始状态，再根据 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｒａｐｓｏｎ 迭代法推导其微分

校正方程，通过迭代得到精确地地月转移的初始状

态，完成双脉冲地月转移轨道的设计。

１　 圆型限制性三体问题

由地球、月球和探测器组成的三体系统中， 假

设月球绕地球作平面圆周匀速运动，且探测器不会

影响主天体的运动，圆型限制性三体问题（ＣＲ３ＢＰ）
模型可以用来描述这个系统，在会合坐标系统中，
探测器的运动可以无量纲化为如下方程［１０］：

ｘ̈ － ２ｙ̇ ＝ ∂Ω
∂ｘ

， ｙ̈ ＋ ２ｘ̇ ＝ ∂Ω
∂ｙ

，ｚ̈ ＝ ∂Ω
∂ｚ

Ω ＝ １
２
（ｘ２ ＋ ｙ２ ＋ ｚ２） ＋ １ － μ

ｒ１
＋ μ

ｒ２

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１）

式中： Ω 为会合坐标系中的等效势能函数，μ 为两主

天体的质量比常数；ｒ１，ｒ２ 为探测器到两主天体的距



第 １ 期 张科，等：圆型限制性三体问题中双脉冲地月转移轨道设计研究

离。 在地月系统中，其质量比系数为 μ ＝ ０．０１２ １５，
并存在 Ｊａｃｏｂｉ 常数如下

Ｃ ＝ ２Ω（ｘ，ｙ，ｚ，μ） － （ ｘ̇２ ＋ ｙ̇２ ＋ ｚ̇２） （２）

２　 双脉冲地月转移轨道状态分析

航天器切向逃逸高度为 １６７ ｋｍ 的绕地低轨轨

道（ ＬＥＯ） 时的初始状态为 Ｘ０ ＝ （ｘ０，ｙ０，ｚ０，ｘ̇０，ｙ̇０，
ｚ̇０） Ｔ ，其存在如下的关系：

ｒ０ ＝ （ｘ０ ＋ μ） ２ ＋ ｙ２
０ ＋ ｚ２０ ＝ ｈｅ

ｒ０·ｖ０ ＝ （ｘ０ ＋ μ） ｘ̇０ ＋ ｙ０ ｙ̇０ ＋ ｚ０ ｚ̇０ ＝ ０
（３）

　 　 航天器的初始状态处在逆行 ＬＥＯ 轨道上，所以

航天器的初始状态又可以写作如下形式：
ｒ０ ＝ （ － μ ＋ ｒ０ｃｏｓαｃｏｓβ，ｒ０ｃｏｓαｓｉｎβ，ｒ０ｓｉｎα） Ｔ

（４）
式中， α 和 β 为航天器对应的经纬度，如图 １ 所示。

图 １　 航天器初始位置矢量和速度矢量示意图

又设角度 θ 为航天器的速度矢量相对于平面 ｚ
＝ ｒ０ｓｉｎα 的夹角，如图 １ 所示，所以航天器的速度矢

量可以写作

ｖ０ ＝ （ｖ０ｃｏｓθｃｏｓ（β ＋ γ），ｖ０ｃｏｓθｓｉｎ（β ＋ γ），ｖ０ｓｉｎθ） Ｔ

（５）
式中， γ ＝ ｃｏｓ －１（ － ｔａｎαｔａｎθ） 是关于逆时针轨道的

的参数，并且存在如下关系

｜ ｔａｎαｔａｎθ ｜ ≤ １ （６）
　 　 设 Ｘｆ ＝ （ｘｆ，ｙｆ，ｚｆ，ｘ̇ｆ，ｙ̇ｆ，ｚ̇ｆ） Ｔ 为航天器切向进入

高度为 １００ ｋｍ 的绕月轨道（ＬＭＯ） 时的状态，那么

这时航天器的状态满足如下关系：

ｒｆ ＝ （ｘｆ － １ ＋ μ） ２ ＋ ｙ２
ｆ ＋ ｚ２ｆ ＝ ｈｍ

ｒｆ·ｖｆ ＝ （ｘｆ － １ ＋ μ） ｘ̇ｆ ＋ ｙｆ ｙ̇ｆ ＋ ｚｆ ｚ̇ｆ ＝ ０
（７）

　 　 设航天器从 ＬＥＯ 逃逸所需速度增量为 Δｖ１，而
进入 ＬＭＯ 时所需的速度增量为 Δｖ２，那么双脉冲转

移轨道所需总的速度增量为

Δｖ ＝ Δｖ１ ＋ Δｖ２ （８）

３　 微分校正法计算双脉冲地月转移
轨道

首先假设探测器末状态为 Ｘｆ ＝ （ｘｆ，ｙｆ，ｘ̇ｆ，
ｙ̇ｆ） Ｔ。 探测器切向进入绕月轨道 ＬＥＯ 时的速度矢

量、相对于月球的位置矢量分别为 ｖｆ 和 ｒｆ，那么在地

月转移过程中，终端约束 ｆ（Ｘ） 可以写成如下形式：

ｆ（Ｘ） ＝
ｒ２ｆ － ｈ２

ｍ

ｒｆ·ｖｆ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ ０ （９）

式中：
ｒ２ｆ － ｈ２

ｍ ＝ （ｘｆ － １ ＋ μ） ２ ＋ ｙ２
ｆ ＋ ｚ２ｆ － ｈ２

ｍ

ｒｆ·ｖｆ ＝ （ｘｆ － １ ＋ μ） ｘ̇ｆ ＋ ｙｆ ｙ̇ｆ ＋ ｚｆ ｚ̇ｆ
　 　 根据 Ｎｅｗｔｏ⁃Ｒａｐｓｏｎ 迭代法，当修正参数 ［ ｘ̇０，
τ］ Ｔ 时，修正矩阵为：

ｄｆ（Ｘ）
ｄＸ

＝

∂
∂ｘ̇

（ ｒ２ｆ － ｈ２
ｍ）

∂
∂ｔ

（ ｒ２ｆ － ｈ２
ｍ）

∂
∂ｘ̇

（ｒｆ － ｖｆ）
∂
∂ｔ

（ｒｆ·ｖｆ）

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

（１０）

　 　 假设迭代过程从初始状态 （ｘｎ
０，ｙｎ

０，ｚｎ０，ｘ̇ｎ
０，ｙ̇ｎ

０，
ｚ̇ｎ０） Ｔ 开始，在时刻 ｔ ＝ τ ｎ 的状态为 Ｘｎ

ｆ ＝ （ｘｎ
ｆ ，ｙｎ

ｆ ，ｘ̇ｎ
ｆ ，

ｙ̇ｎ
ｆ ） Ｔ。 那么微分修正方程为

ｘ̇ｎ＋１

τｎ＋１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

ｘ̇ｎ
０

τｎ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
－ Ａ·

（ｘｎ
ｆ － １ ＋ μ） ２ ＋ ｙｎ２

ｆ ＋ ｚｎ２ｆ － ｈ２
ｍ

（ｘｎ
ｆ － １ ＋ μ） ｘ̇２

ｆ ＋ ｙｎ
ｆ ｙ̇ｎ

ｆ ＋ ｚｎｆ ｚ̇ｎｆ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｎ ＝ ０，１，２… （１１）

式中， Ａ ＝ ｄｆ（Ｘ）
ｄＸ Ｘ ＝ Ｘｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

。

当 ｜ ｒｆ － ｈｍ ｜ ＜ １０ －１０ 和 ｜ ｒｆ·ｖｆ ｜ ＜ １０ －１０ ，满足

时，迭代停止，这时计算得到的状态就可以认为是双

脉冲地月轨道轨道的初始状态。

４　 平面情况下，双脉冲地月转移轨道
设计

平面情况下， ｚ ＝ ０或 ａ ＝ ０。 在初始角度 β 给定

的情况下，只有 ２个未知参数：初始速度 ｖ０ 和飞行时

间 τ。 本节内容就针对这 ２ 个参数进行估计。
首先定义 ｐｅｒｉａｐｓｉｓ截面 ｒ̇２ ＝ ０和 ｒ̈２ ＞ ０，这意味

着航天器能够切向进入 ＬＭＯ。
当初始角度 β 给定时，初始速度 ｖ０ 和飞行时间

１１１
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τ 采用如下步骤进行估计：
１） 首先变化初始估计速度 ｖ０， 使轨迹的

ｐｅｒｉａｐｓｉｓ 截面能够到达月球附近，如图 ２ 所示；
２） 然后画出 ｐｅｒｉａｐｓｉｓ 到月球的距离 ｒ２ 和初始

速度 ｖ０ 之间的关系图，以及 ｐｅｒｉａｐｓｉｓ 到月球的距离

ｒ２ 和飞行时间 τ 之间的关系图，如图 ３ 所示；
３） 计算 ｐｅｒｉａｐｓｉｓ 到月球的距离与 ＬＭＯ 高度的

交点，其所对应的坐标作为初始速度的估计值，同理

估计飞行时间，如图 ３ 所示；
４）以估计的估计状态为迭代初值，带入公式

（１１），经过计算，可以得到精确的初始状态，然后计

算得到双脉冲平面地月转移轨道，如图 ４ 和图 ５ 所

示，其具体的参数如表 １ 所示。

图 ２　 当 β＝ ０．３３，ｖ０∈［１０．６６，１０．７２］，ｐｅｒｉａｐｓｉｓ 截面上的投影　 图 ３　 ｐｅｒｉａｐｓｉｓ 截面上 ｒ２ 和 ｖ０ 的关系图以及 ｒ２ 和 τ 的关系图

图 ４　 利用微分校正法计算得到的 ２ 条

双脉冲平面地月转移轨道

图 ５　 当 β＝ ４．２５，利用微分校正法计算得到的

２ 条双脉冲平面地月转移轨道

表 １　 双脉冲平面地月转移轨道的具体参数

类型
Δｖ１

／ （ｍ·ｓ －１）

Δｖ２
／ （ｍ·ｓ －１）

Δｖ
／ （ｍ·ｓ －１）

Ｔ
／ ２４ ｈ

ａ ３ １３４．３８２ ８０８．８１２ ３ ９４３．３８２ １４．９１５
ｂ ３ １３６．８４１ ８１８．９７９ ３ ９５５．８２０ １４．７９５
ｃ ３ １３４．８３０ ８０９．９７９ ３ ９４４．８０９ ４．５７６
ｄ ３ １３１．３８３ ７９４．４８３ ３ ９２５．８６６ ３１．４６３

Ｈｏｈｍａｎｎ ３ １４０．３２９ ８４８．３５０ ３ ９８８．６７８ ４．９８９

如表 １ 所示，相对于传统的 Ｈｏｈｍａｎｎ 转移［５，９］，
双脉冲平面地月转移轨道有着节约耗能或者节省飞

行时间的潜力，如转移轨道 ａ⁃ｄ 都可以达到节约耗

能的效果，而其中转移轨道 ｃ 相比于 Ｈｏｈｍａｎｎ 转移

飞行时间更短。 但是，相比于利用不变流形的地月

低能转移轨道［５，１１］，双脉冲平面地月转移轨道有着

转移时间短，耗能稍多的特点。

５　 空间情况下，双脉冲地月转移轨道
设计

在假定初始角度 α 和 β 已知的前提下，仍然存

在 ３ 个未知参数：初始速度 ｖ０、飞行时间 τ 以及角度

２１１
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θ，而 ３ 个未知参数相互关联，难以得到 ｖ０⁃ｒ２，τ⁃ｒ２ 以

及 θ⁃ｒ２ 的关系图进行参数估计。 为解决这个问题，
这里采用如下设计方法来降维。

这里仍利用 ｐｅｒｉａｐｓｉｓ截面来估计航天器的初始

状态，其截至条件为 ｒ̇２ ＝ ０ 和 ｒ̈２ ＞ ０ 。
１） 首先给定一个 ｖ０，变化 θ 使轨道的轨迹在

ｐｅｒｉａｐｓｉｓ 截面上的投影接近月球，选取其中距离月

球中心最近的投影点，记此点到月球中心的距离为

ｒｍｉｎ ＝ ｛ ｒ２ ｜ ｔａｎθ ｜ ≤｜ ｔａｎ ｜ α ｜ －１｝；
２） 变化 ｖ０，可以得到 ｒｍｉｎ 和 ｖ０ 的关系图，如图 ６

所示；
３） 取任意满足条件 ｒｍｉｎ ≤１ ８３８ ｋｍ对应的 ｖ０ 作

为航天器的初始速度，如图 ６ 所示；
４） 根据确定的 ｖ０，变化 θ 画出 ｐｅｒｉａｐｓｉｓ 到月球

的距离 ｒ２ 和 ｑ 的关系图；寻找 ｐｅｒｉａｐｓｉｓ 到月球的距

离 ｒ２ 与 ＬＭＯ高度的交点，交点所对应的坐标作为初

始速度方向角 θ ，如图 ７ 所示；
５）同步骤 ４）得到飞行时间的估计值，如图 ７

所示。
通过上述设计步骤，航天器的初始状态的估计

图 ６　 当 α＝ ０．１ ｒａｄ 和 β＝ ０．３３ ｒａｄ 时，ｖ０∈　 　 图 ７　 当 α＝ ０．１ ｒａｄ 和 β＝ ０．３３ ｒａｄ 时， 图中 ｓ 对应的初始速度

［１０．６６，１０．７２］，ｒｍｉｎ和 ｖ０ 的关系图 ｖ０ ＝ １０．７２１２ 时，ｒ２ 和 θ 的关系图以及 ｒ２和 τ 的关系图

图 ８　 ｖ０ ＝ １０．７２１ ２ 时，根据图 ７ 中点 ｓ１ 估计的初始值

θ＝ －０．６２２ ３， τ＝ ３．５９７，利用微分修正法确定的

双脉冲地月转移轨道

图 ９　 ｖ０ ＝ １０．７４７ ５ 时，根据初始估计值 θ＝ －０．４７５ ４， τ＝ ９．９４８，

利用微分修正法确定的双脉冲地月转移轨道

值就能够确定；然后以估计的初始状态为迭代初值，
通过微分校正方程（１１）得到双脉冲空间地月转移

轨道精确的初始状态。 计算得到的轨道如图 ８ 和图

９ 所示，具体的参数如表 ２ 所示。
表 ２　 当 α＝０．１ ｒａｄ，β＝０．３３ ｒａｄ，双脉冲空间

地月转移轨道参数

类型
Δｖ１

／ （ｍ·ｓ－１）

Δｖ２
／ （ｍ·ｓ－１）

Δｖ
／ （ｍ·ｓ－１）

Ｔ
／ ２４ ｈ

图 ８ ３ １７０．００１ ９６３．０４４ ４ １３３．０４４ １５．６４３

图 ９ ３ １９６．１２１ ９６５．７６７ ４ ２７１．７１０ ４３．２６６

６　 双脉冲月地返回轨道设计

在 ＣＲ３ＢＰ 系统中，如果 Ｘｆ 表示从初始状态 Ｘ０

沿着路径 ϕ（Ｘ０，ｔ） 出发后在时刻 Ｔ 的状态，那么必

然存在一个轨迹从 ＲＸ０ 到 ＲＸｆ，同时这个轨迹与原

轨迹是关于 ｘ⁃ｚ 平面对称的。 其中
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　 　 根据这个性质，双脉冲月地返回轨道可由双脉

冲地月转移轨道关于 ｘ⁃ｚ 平面镜像得到，如图 １０ 至

图 １１ 所示。

图 １０　 双脉冲平面地月转移轨道与双脉冲平面月

地返回轨道，对应着图 ４ 中 ａ 的转移轨道

图 １１　 双脉冲空间地月转移轨道与双脉冲空间月

地返回轨道，对应着图 ８ 中的转移轨道

７　 结　 论

本文基于圆型限制性三体问题模型（ＣＲ３ＢＰ），
提出了一种用于设计双脉冲地月转移轨道的数值微

分计算方法。
１） 通过分析双脉冲地月转移轨道的初末状态，

利用 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｒａｐｓｏｎ 迭代法推导了转移轨道的微分

校正方法。
２） 利用 ｐｅｒｉａｐｓｉｓ 截面对转移轨道的转移进行

了估计，根据估计值，经过微分校正方法，得到了转

移轨道精确的初始状态，能够有效地进行双脉冲地

月转移的数值计算。
３） 针对双脉冲空间地月转移轨道中出现多个

未知参数的问题，设计了降维方法。
４） 根据 ＣＲ３ＢＰ 的对称性可得，双脉冲地月轨

道和双脉冲月地返回地球的轨迹是关于 ｘ⁃ｚ 平面

镜像。
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