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摘　 要：输入随机变量的重要性测度分析是结构安全评估和工程优化设计的重要组成部分。 针对工

程结构系统中普遍存在的多维输出情况，提出一种使用无量纲模型的基于方差的重要性测度新指标，
可以方便地综合衡量输入随机变量的变异性对多输出结构系统变异性影响的重要程度，而且能够有

效地保留各输出提供的重要性测度信息。 同时，针对 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 数字模拟方法巨大的计算代价问

题，采用一种乘法降维的功能函数替代模型来求解指标。 该方法可在保证求解精度的同时极大地降

低了模型调用次数，节约了计算成本。 最后，通过数值算例和工程算例说明所提指标的合理性以及求

解模型的高效性。
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　 　 多输出性能的模拟是飞机结构系统中常见的问

题。 一方面我们关心的输出性能通常有多个，如研

究复合材料飞机结构往往要同时关注最大位移和临

界强度等多个输出性能［１］；另一方面，结构系统的

输出性能模型可能随时间和空间发生变化［２］，如结

构系统的动态性能等。 传统的重要性测度分析对每

个输出进行产生多个重要性测度结果，很难从整体

上对工程设计给出实用的指导。 针对结构系统多输

出情况下的重要性测度分析，Ｇａｍｂｏａ 等人基于协方

差分解定义了一种新的广义重要性测度指标［３］。
而 Ｃａｍｐｂｅｌｌ 等人基于输出分解方法提出在一个合

适的函数基底上展开原模型再进行重要性测度分析

的方法［４］。 这 ２ 个指标都由传统的基于方差的

Ｓｏｂｏｌ 指标［５］发展而来，而 Ｒｕａｎ 等人［６］ 提出了一种

改进的方差重要性测度，该改进的指标包含输入变

量对输出响应量方差影响的更全面信息。 本文将在

文献［６］基础上利用 Ｇａｍｂｏａ 等人提出的协方差分

解方法，定义了结构系统多输出情况下重要性测度

新指标。 Ｇａｍｂｏａ 等人给出了其所提指标求解的

Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 算法，但其计算代价十分巨大，不适合

大多数工程实际问题。 Ｇａｒｃｉａ⁃Ｃａｂｒｅｊｏ 等人［７］ 总结

了 Ｇａｍｂｏａ 和 Ｃａｍｐｂｅｌｌ 所提的 ２ 种指标，并把多项

式混沌展开（ＰＣＥ）方法引入到多输出情况下重要

性测度的求解，相对于文献［３］中的 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 数

字模拟法和文献［４］中的主成分分析方法，ＰＣＥ 极

大地减少了模型运行次数。 对于单个输出的重要性

测度分析，文献［８］提到 Ｒｏｓｅｎｂｌｕｅｔｈ 建议使用一种

降维的代理模型，从而极大地降低了运算量。 Ｚｈａｎｇ
等人在此基础上提出乘法降维模型（Ｍ⁃ＤＲＭ），相对

于 ＰＣＥ 方法进一步减少了模型调用次数。 本文将

Ｍ⁃ＤＲＭ 方法扩展到结构系统多输出情况下重要性

测度新指标的求解。

１　 多输出情况下重要性测度新指标

１．１　 基于方差的重要性测度指标

Ｓｏｂｏｌ 等 人［５］ 利 用 响 应 量 方 差 的 ＡＮＯＶＡ
（ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｖａｒｉａｎｃｅ）分解给出了基于方差的重要性

测度指标。 根据 ＡＮＯＶＡ 分解，功能函数 Ｙ ＝ ｇ（ｘ）
可以被分解为一系列子项之和，即

ｇ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ） ＝ ｇ０ ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｇｉ（ｘｉ） ＋



第 ４ 期 王飞，等：多输出情况下重要性测度新指标及其高效求解

　 ∑
ｎ

ｉ１ ＝ １
∑

ｎ

ｉ２ ＝ ｉ１＋１
ｇｉ１ｉ２（ｘｉ１，ｘｉ２） ＋ … ＋ ｇ１…ｎ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）

（１）
式中，ｘ ＝ ｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ｝ 为 ｎ 维输入变量，ｇ０ 表示 Ｙ
＝ ｇ（ｘ） 的均值，ｇｉ（ｘｉ） 表示由于 ｘｉ 变化引起的 Ｙ ＝
ｇ（ｘ） 的变化，而 ｇｉ１ｉ２（ｘｉ１，ｘｉ２） 给出了 ｘｉ１，ｘｉ２ 相互作用

对输出的影响。 在基本输入变量相互独立的情况

下，响应量的方差可以由各方差分解项之和表示，即

Ｖ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｖｉ ＋ ∑

ｎ

ｉ１ ＝ １
∑

ｎ

ｉ２ ＝ ｉ１＋１
Ｖｉ１ｉ２

＋ … ＋ Ｖ１，２，…，ｎ （２）

其中各方差分解项为

Ｖ ＝ ∫ｇ（ｘ） ｆ（ｘ）ｄｘ － ｇ２
０

Ｖｉ１，…，ｉｓ
＝ ∫ｇ２

ｉ１，…，ｉｓ（ｘｉ１，…，ｘｉｓ） ∏
ｎ

ｊ≠ｉ１，…，ｉｓ

［ ｆＸ ｊ
（ｘ ｊ）ｄｘ ｊ］

　 　 　 　 ｊ１ ＜ ｊ２ ＜ … ＜ ｊｋ

ｇｉ１…ｉｓ（ｘｉ１，…，ｘｉｓ） ＝ ∫ｇ（ｘ） ∏
ｎ

ｊ≠ｉ１，…，ｉｓ

［ ｆＸ ｊ
（ｘ ｊ）ｄｘ ｊ］ －

　 ∑
ｓ－１

ｋ ＝ １
∑

ｊ１，…，ｊｋ∈（ ｉ１，…，ｉｓ）
ｇｉ１…ｉｋ（ｘｉ１，…，ｘｉｋ） － ｇ０ （３）

　 　 公式（２）表明输出响应量的方差可以分解为各

个输入变量以及它们相互作用的方差项，基于方差

的重要性测度指标 Ｓｉ１，…，ｉｓ 则定义为方差分解项与响

应量方差之比，即
Ｓｉ１，…，ｉｓ

＝ Ｖｉ１，…，ｉｓ ／ Ｖ （４）
　 　 公式（４）中对应于单个输入变量的重要性测度

指标为

Ｓｉ ＝ Ｖｉ ／ Ｖ （５）
　 　 文献［１０］中给出了各方差项的求解公式为

Ｖｉ ＝ ｖａｒ［Ｅ（Ｙ ｜ Ｘ ｉ）］
Ｖ ＝ ｖａｒ（Ｙ） （６）

式中， Ｅ（·） 为期望算子，Ｖ（·） 为方差算子。
１ ２　 多输出情况下重要性测度指标

基于方差的重要性测度只适用于单个输出情

况。 针对多输出情况，Ｇａｍｂｏａ 等人［３］基于协方差分

解方法定义了一种新的广义重要性测度指标。 首先

考虑 Ｙ１ ＝ ｆ（Ｘ１，…，Ｘｎ） 和 Ｙ２ ＝ ｇ（Ｘ１，…，Ｘｎ）２ 个单

模式输出。 定义 ｕ和 ｖ是输入变量（Ｘ１，…，Ｘｎ） 的 ２
个互补子集，根据 ＡＮＯＶＡ 分解，２ 个输出响应可以

分解为

Ｙ１ ＝ ｆ０ ＋ ｆｕ ＋ ｆｖ ＋ ｆｕ，ｖ
Ｙ２ ＝ ｇ０ ＋ ｇｕ ＋ ｇｖ ＋ ｇｕ，ｖ （７）

　 　 进一步推导如下

（Ｙ１ － ｆ０）（Ｙ２ － ｇ０） ＝ ｆｕｇｕ ＋ ｆｖｇｖ ＋
　 （ ｆｕｇｖ ＋ ｆｖｇｕ ＋ … ＋ ｆｕ，ｖｇｕ，ｖ） （８）

　 　 对公式（８）做期望处理可得 Ｙ１ 和 Ｙ２ 的协方差

分解，即
Ｃ（Ｙ１，Ｙ２） ＝ Ｃｕ ＋ Ｃｖ ＋ Ｃｕ，ｖ （９）

　 　 公式（９）的分解表明 Ｙ１ 和 Ｙ２ 的协方差可以分

解为：子集 ｕ 中输入变量变化引起的协方差，子集 ｖ
中输入变量变化引起的协方差和子集 ｕ 与子集 ｖ 相

互作用的影响项。 进一步扩展到 ｍ 个输出模式，
则有

Ｃ（Ｙ１，…，Ｙｍ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｃ ｉ（Ｙ１，…，Ｙｍ） ＋

　 ∑
１≤ｉ ＜ ｊ≤ｎ

Ｃ ｉ，ｊ（Ｙ１，…，Ｙｍ） ＋ … ＋ Ｃ１，２，…，ｎ（Ｙ１，…，Ｙｍ）

（１０）
　 　 为得到标量形式的指标，Ｇａｍｂｏａ 在文献［３］中
建议对公式左乘一个 Ｍ 矩阵再求取矩阵的迹，并说

明 Ｍ 取为单位矩阵，即

Ｔｒ［Ｃ（Ｙ１，…，Ｙｍ）］ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｔｒ［Ｃ ｉ（Ｙ１，…，Ｙｍ）］ ＋

　 ∑
１≤ｉ ＜ ｊ≤ｎ

Ｔｒ［Ｃ ｉ，ｊ（Ｙ１，…，Ｙｍ）］ ＋

　 … ＋ Ｔｒ［Ｃ１，２，…，ｎ（Ｙ１，…，Ｙｍ）］ （１１）
　 　 进而得出多输出模式下单个输入变量的重要性

测度指标

Ｓｉ（Ｙ１，…，Ｙｍ） ＝
Ｔｒ［Ｃ ｉ（Ｙ１，…，Ｙｍ）］
Ｔｒ［Ｃ（Ｙ１，…，Ｙｍ）］

（１２）

　 　 以条件矩的形式表示（１２）式指标，可得

Ｓｉ（Ｙ１，…，Ｙｍ） ＝
∑
ｍ

ｊ ＝ １
Ｖ［Ｅ（Ｙ ｊ ｜ Ｘ ｉ）］

∑
ｍ

ｊ ＝ １
Ｖ（Ｙ ｊ）

（１３）

　 　 由于不同输出的响应量量纲的差异，公式（１３）
对于方差的直接加和运算会抹除某些输出模式的方

差效应，造成集成的指标失去部分输出模式的有效

信息，从而使得所定义的广义重要性测度指标失去

了对工程设计的指导意义。 为此，我们将使用无量

纲化的输出模型进行多输出情况下的重要性测度分

析，即
Ｙｉ ＝ Ｙｉ ／ Ｅ（Ｙｉ） ｉ ＝ １，…，ｍ （１４）

　 　 这样，Ｇａｍｂｏａ 定义的广义重要性测度指标转

化为

Ｓｉ（Ｙ１ ／ Ｅ（Ｙ１），…，Ｙｍ ／ Ｅ（Ｙｍ））

·７４５·
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　 　 ＝
∑
ｍ

ｊ ＝ １
Ｖ［Ｅ（（Ｙ ｊ ／ Ｅ（Ｙ ｊ）） ｜ Ｘ ｉ）］

∑
ｍ

ｊ ＝ １
Ｖ（Ｙ ｊ ／ Ｅ（Ｙ ｊ））

　 　 ＝
∑
ｍ

ｊ ＝ １

Ｖ［Ｅ（Ｙ ｊ ｜ Ｘ ｉ）］
Ｅ２（Ｙ ｊ）

∑
ｍ

ｊ ＝ １

Ｖ（Ｙ ｊ）
Ｅ２（Ｙ ｊ）

（１５）

１ ３　 多输出情况下重要性测度新指标

公式（１５） 是基于传统的 Ｓｏｂｏｌ 指标定义的，而
Ｒｕａｎ等人在文献［６］ 中提出可以变换公式（６） 中 Ｖｉ

的求解公式可以得到，
Ｖｉ ＝ Ｖ［Ｅ（Ｙ ｜ Ｘ ｉ）］ ＝ Ｖ（Ｙ） － Ｅ［Ｖ（Ｙ ｜ Ｘ ｉ）］

＝ Ｅ［Ｖ（Ｙ） － Ｖ（Ｙ ｜ Ｘ ｉ）］ （１６）
　 　 从（１６）式的推导可以看出：当输入变量 Ｘ ｉ 取不

同实现值时，Ｖｉ 实际上定义为 Ｖ（Ｙ） 与 Ｖ（Ｙ ｜ Ｘ ｉ） 差

的平均值，反映了其对响应量无条件方差的平均影

响。 但这种期望运算可能使 Ｖ（Ｙ） － Ｖ（Ｙ ｜ Ｘ ｉ） 在 Ｘ ｉ

的随机取值范围内的正负值相互抵消而掩盖了输入

变量 Ｘ ｉ 的 Ｖｉ 对于响应量方差的较大影响。 为避免

上述指标求解过程中存在的正负抵消问题，可以引

入平方运算，即：Ｖｍ
ｉ ＝ Ｅ［Ｖ（Ｙ） － Ｖ（Ｙ ｜ Ｘ ｉ）］ ２ 。 它

保证了在期望运算后 Ｘ ｉ 的每个实现值对响应量方

差的影响被完整的保留下来而不会由于正负值相互

抵消而掩盖某些影响。 对改进的指标计算式进一步

推到如下：

Ｓｍ
ｉ ＝

Ｅ［Ｖ（Ｙ） － Ｖ（Ｙ ｜ Ｘ ｉ）］ ２

Ｖ（Ｙ）
＝

Ｅ２［Ｖ（Ｙ） － Ｖ（Ｙ ｜ Ｘ ｉ）］ ＋ Ｖ［Ｖ（Ｙ） － Ｖ（Ｙ ｜ Ｘ ｉ）］
Ｖ（Ｙ）

＝ Ｓ２
ｉ ＋

Ｖ［Ｖ（Ｙ ｜ Ｘ ｉ）］
Ｖ２（Ｙ）

（１７）

　 　 由（１７）式可以看出，改进的指标 Ｓｍ
ｉ 实际上是对

原指标的一种修正，即在 Ｓｉ 的基础上考虑了 Ｘ ｉ 不同

实现值时对响应量方差影响的变异性 Ｖ［Ｖ（Ｙ ｜
Ｘ ｉ）］，更加完整地反映 Ｘ ｉ 取不同实现值对响应量所

造成的影响。 在结构系统多输出情况下，通过 Ｘ ｉ 取

不同实现值对各个输出情况下响应量方差所造成的

影响的加和来权衡 Ｘ ｉ 对系统的重要性程度，此时更

加完整地反映 Ｘ ｉ 对每个输出情况下响应量方差所

造成的影响是十分必要且有意义的。
结合上述观点，我们可以定义结构系统多输出

情况下重要性测度新指标：
Ｓｍ
ｉ （Ｙ１，…，Ｙｍ）

＝
∑
ｍ

ｊ ＝ １

Ｖ２［Ｅ（Ｙ ｊ ｜ Ｘ ｉ）］ ＋ Ｖ［Ｖ（Ｙ ｊ ｜ Ｘ ｉ）］
Ｅ２（Ｙ ｊ）

∑
ｍ

ｊ ＝ １

Ｖ（Ｙ ｊ）
Ｅ２（Ｙ ｊ）

（１８）

２　 多输出情况下重要性测度新指标的
求解

用于结构系统多输出情况下重要性测度指标的

求解方法很多，各有优缺点。 如文献［３］中的 Ｍｏｎｔｅ
Ｃａｒｌｏ 数字模拟法，文献［６］中的 ＳＤＰ 方法，文献［７］
中的 ＰＣＥ 方法等等。 其中 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 数字模拟法

最为直观，且易于编程实现。 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 数字模拟

法的收敛解可作为精确解，但其需要采用双层抽样

计算，效率低，在本文中将 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 法的求解结

果解作为参考对照解。 由于乘法降维模型的高效

性，本文将在此模型的基础上建立新指标的求解方

法，具体过程如下。
２ １　 乘法降维模型

如果基本输入变量之间是相互独立的，Ｒｏｓｅｎ⁃
ｂｌｕｅｔｈ 建议可以采用下式所示的 ｈ′逼近原始的功能

函数 ｈ：

ｈ（ｘ） ≈ ｈ′（ｘ） ＝ ｈ０∏
ｎ

ｉ ＝ １

ｈ（ｘｉ，μ －ｉ）
ｈ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ ｈ１－ｎ
０ × ∏

ｎ

ｉ ＝ １
ｈ（ｘｉ，μ －ｉ）

ｘ ＝ （ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ） （１９）
式中， ｈ０ 表示所有基本输入变量取均值时功能函数

的响应值，ｈ（ｘｉ，μ －ｉ） 表示除输入变量 ｘｉ 外其他基本

输入变量都取均值时功能函数的响应值。 文献［９］
中给出了乘法降维模型应用到传统单模式 Ｓｏｂｏｌ′重
要性测度的详细过程。 本文将这种替代模型应用到

新指标的求解中。 为后续计算推导表示方便，引入

如下计算式，

ρｉ ＝ Ｅ［ｈ（Ｘ ｉ）］ ＝ ∫
Ｘｉ
ｈ（ｘｉ，μ －ｉ） ｆ（ｘｉ）ｄｘｉ

θｉ ＝ Ｅ｛［ｈ（Ｘ ｉ）］ ２｝ ＝ ∫
Ｘｉ
［ｈ（ｘｉ，μ －ｉ）］ ２ ｆ（ｘｉ）ｄｘｉ

ωｉ ＝ Ｅ｛［ｈ（Ｘ ｉ）］ ４｝ ＝ ∫
Ｘｉ
［ｈ（ｘｉ，μ －ｉ）］ ４ ｆ（ｘｉ）ｄｘｉ

（２０）

·８４５·
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式中， ｈ（Ｘ ｉ） ＝ ｈ（ｘｉ，μ －ｉ） 表示公式（１９） 降维替代模

型中各输入变量一维计算模型，而 ρ、θ、ω 分别表示

各输入变量一维计算模型的一阶矩、二阶矩和四阶

矩。 ρ、θ、ω 的计算可采用 Ｇａｕｓｓ 型求积公式［１１］，同
时针对不同的输入分布采用不同类型的 Ｇａｕｓｓ 型求

积公式。 如 Ｇａｕｓｓ⁃Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 求积公式可以用于均

匀分布，Ｇａｕｓｓ⁃Ｈｅｒｍｉｔｅ 求积公式可以用于正态分

布，Ｇａｕｓｓ⁃Ｌａｇｕｅｒｒｅ 求积公式可以用于指数分布等。
（ｎ＋１）个节点的 Ｇａｕｓｓ 型求积公式的代数精度可以

达到（２ｎ ＋ １），本文的 ２ 个算例均采用 ５ 节点的

Ｇａｕｓｓ 型求积公式，在减少调用模型次数同时保证

求解精度。
２ ２　 新指标的求解

为简明推导过程，先令 Ｙ ＝ ｈ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ） 表

示任意一个单模式输出响应，则替代模型化为 ｈ（ｘ）

＝ ｈ１－ｎ
０ × ∏

ｎ

ｉ ＝ １
ｈ（ｘｉ，μ －ｉ） 带入新指标（１８） 各项推导

如下，
响应量方差的求解：

Ｅ［Ｙ］ ≈ Ｅ ｈ１－ｎ
０ × ∏

ｎ

ｉ ＝ １
ｈ（ｘｉ，μ －ｉ）[ ]

　 ＝ ｈ１－ｎ
０ × ∏

ｎ

ｉ ＝ １
Ｅ［ｈ（ｘｉ，μ －ｉ）］ ＝ ｈ１－ｎ

０ × ∏
ｎ

ｉ ＝ １
ρｉ

Ｅ［Ｙ２］ ≈ Ｅ (ｈ１－ｎ
０ × ∏

ｎ

ｉ ＝ １
ｈ（ｘｉ，μ －ｉ） )

２

[ ]

　 ＝ ｈ２－２ｎ
０ × ∏

ｎ

ｉ ＝ １
Ｅ［（ｈ（ｘｉ，μ －ｉ）） ２］ ＝ ｈ２－２ｎ

０ × ∏
ｎ

ｉ ＝ １
θｉ

Ｖ（Ｙ） ＝ Ｅ［Ｙ２］ － Ｅ２［Ｙ］

　 ＝ Ｅ２［Ｙ］ × ∏
ｎ

ｉ ＝ １

θｉ

ρ２
ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － １é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（２１）

条件方差的求解：

Ｅ（Ｙ ｜ Ｘ ｉ） ＝ Ｅ －ｉ ｈ１－ｎ
０ × ∏

ｎ

ｉ ＝ １
ｈ（ｘｉ，μ －ｉ）[ ]

　 ＝ ｈ１－ｎ
０ × ｈ（ｘｉ，μ －ｉ） × ∏

ｎ

ｋ ＝ １，ｋ≠ｉ
ρｋ （２２）

这样将 Ｅ（Ｙ ｜ Ｘ ｉ） 看成 Ｘ ｉ 的单一变量函数，求解其

响应量的方差，

Ｖ［Ｅ（Ｙ ｜ Ｘ ｉ）］ ＝ Ｖ ｈ１－ｎ
０ × ｈ（ｘｉ，μ －ｉ） × ∏

ｎ

ｋ ＝ １，ｋ≠ｉ
ρｋ[ ]

＝ ｈ２－２ｎ
０ × ∏

ｎ

ｋ ＝ １，ｋ≠ｉ
ρ２
ｋ × Ｖ［ｈ（ｘｉ，μ －ｉ）］

＝ Ｅ２［Ｙ］ ×
θｉ

ρ２
ｉ

－ １
æ

è
ç

ö

ø
÷ （２３）

Ｖ［Ｖ（Ｙ ｜ Ｘ ｉ）］ 的求解：先求解 Ｖ（Ｙ ｜ Ｘ ｉ），

　 Ｅ（Ｙ２ ｜ Ｘ ｉ） ＝ ｈ２－２ｎ
０ × ［ｈ（ｘｉ，μ －ｉ）］ ２ × ∏

ｎ

ｋ ＝ １，ｋ≠ｉ
θｋ

Ｖ（Ｙ ｜ Ｘ ｉ） ＝ Ｅ（Ｙ２ ｜ Ｘ ｉ） － Ｅ２（Ｙ ｜ Ｘ ｉ） ＝ ｈ２－２ｎ
０ ×

∏
ｎ

ｋ ＝ １，ｋ≠ｉ
θｋ － ∏

ｎ

ｋ ＝ １，ｋ≠ｉ
ρ２
ｋ( ) × ［ｈ（ｘｉ，μ －ｉ）］ ２ （２４）

这样将 Ｖ（Ｙ ｜ Ｘ ｉ） 看成Ｘ ｉ 的单一变量函数，求解其响

应量的方差，

Ｖ［Ｖ（Ｙ ｜ Ｘ ｉ）］ ＝ ｈ４－４ｎ
０ × ∏

ｎ

ｋ ＝ １，ｋ≠ｉ
θｋ － ∏

ｎ

ｋ ＝ １，ｋ≠ｉ
ρ２
ｋ( )

２ ×

　 Ｖ｛［ｈ（ｘｉ，μ －ｉ）］ ２｝

　 ＝ Ｅ４［Ｙ］
ρ４
ｉ

× ∏
ｎ

ｋ ＝ １，ｋ≠ｉ

θｋ

ρ２
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － １é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

２

× （ωｉ － θ２
ｉ ）

（２５）
结构系统多输出情况下重要性测度新指标的求解：

Ｓｍ
ｉ
（Ｙ１，…，Ｙｍ） ＝

∑
ｍ

ｊ ＝ １

θ ｊｉ

ρ２
ｊｉ

－ １
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋
∏

ｎ

ｋ ＝ １，ｋ≠ｉ

θ ｊｋ

ρ２
ｊｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － １é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

２

× （ω ｊｉ － θ２
ｊｉ）

ρ４
ｊｉ

∑
ｍ

ｊ ＝ １
∏

ｎ

ｉ ＝ １

θ ｊｉ

ρ２
ｊｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － １é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（２６）
　 　 从公式（２６）可以看出，使用乘法降维替代模型

求解新指标只需要 ｍ×［ｎ×ｌ－（ｎ－１）］次功能函数运

算就可以获得很精确的结果（其中 ｍ 表示输出模式

个数，ｎ 表示输入变量个数，ｌ 表示求解降维后单变

量函数前几阶矩时所需的高斯积分点数）。 这相比

于 ＳＤＰ 方法和 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 数字模拟法显得更加高

效，极大地节约了模型运算成本。

３　 算例分析

３ １　 数值算例

考虑如下多输出功能函数，
ｙ１ ＝ （３ × ｘ２

１ ＋ １） × （０ １ × ｘ２
２ ＋ １） ×

　 （６ × ｘ２
３ ＋ １） ／ ３

ｙ２ ＝ （４ × ｘ２
１ ＋ １） × （２ × ｘ２

２ ＋ １） ×

　 （ｘ２
３ ＋ １） ／ ８

ｙ３ ＝
４ × ｘ１ － ２ ＋ ３

１ ＋ ３
æ

è
ç

ö

ø
÷ ∗

　
４ × ｘ２ － ２ ＋ ２

１ ＋ ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ∗

４ × ｘ３ － ２ ＋ １５
１ ＋ １５

æ

è
ç

ö

ø
÷

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

（２７）
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式中， ｘ１，ｘ２，ｘ３ 服从［０，１］ 上的均匀分布，且相互独 立。 计算结果如表 １ 所示。
表 １　 数值多输出算例的新指标求解结果

Ｉｎｐｕｔｓ Ｍｅａｎｓ Ｓｉ（ｙ１） Ｓｉ（ｙ２） Ｓｉ（ｙ３） Ｓｍ
ｉ （Ｙ） Ｓｉ（Ｙ） ′ Ｓｉ（Ｙ）

Ｘ１

Ｍ⁃ＭＤＲ ０ ６６９ ０ ６９６ ０ ５６５ ０ ６４３ ０ ６６７ ０ ３３１

ＭＣＳ ０ ６６２ ０ ６９６ ０ ５６３ ０ ６４０ ０ ６６１ ０ ３２７

Ｘ２

Ｍ⁃ＭＤＲ ０ ０５８ ０ ５８９ ０ ７０６ ０ ４２６ ０ １２０ ０ ０４３

ＭＣＳ ０ ０５８ ０ ５８６ ０ ７０１ ０ ４２４ ０ １１９ ０ ０４３

Ｘ３

Ｍ⁃ＭＤＲ ０ ７３３ ０ ４２４ ０ １５２ ０ ４５２ ０ ６８８ ０ ５１２

ＭＣＳ ０ ７２１ ０ ４１９ ０ １５１ ０ ４４６ ０ ６７８ ０ ５０６

　 　 表 １ 中 Ｓｉ（Ｙ） ′表示基于文献［６］ 作了修改的文

献［３］ 中提出的多输出情况下重要性测度指标；
Ｍ⁃ＭＤＲ 表示乘法降维方法，ＭＣＳ 表示 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ
数字模拟法。

从计算结果来看，本文提出的多输出情况下重

要性测度新指标 Ｓｍ
ｉ （Ｙ） 得出的输入变量重要性排序

与文献［３］ 中的原指标 Ｓｉ（Ｙ） 以及 Ｓｉ（Ｙ） ′ 并不一

致。 Ｓｍ
ｉ （Ｙ） 给出的重要性排序为 Ｘ１ ＞ Ｘ３ ＞ Ｘ２，而

Ｓｉ（Ｙ） 给出的重要性排序为 Ｘ３ ＞ Ｘ１ ＞ Ｘ２，且输入变

量Ｘ２ 的重要性几乎可以忽略。 因为 Ｓｉ（Ｙ） 直接对不

同输出的方差进行加和，而利用乘法降维方法解出

的 ｙ１、ｙ２ 和 ｙ３ ３ 个输出方差为 ２ ６８２、０ ２０７、０ １１９，
这使得 ｙ２ 和 ｙ３ ２个输出情况提供的有效信息几乎完

全损失了，最终得出的重要性排序以及输入变量间

的相对重要性程度与输出 ｙ１ 一致。 Ｓｍ
ｉ （Ｙ） 先对原始

输出作无量纲化处理，得到的利用乘法降维方法解

出的新 ｙ１、ｙ２ 和 ｙ３ ３ 个输出无量纲方差为 ０ ６２８、
０ ４９４、０ ５４０，这样 ３ 种输出情况所提供的重要性测

度信息都被充分有效利用，Ｘ２ 对于系统的综合影响

得到合理估计，最终得到合理的新重要性排序。 因

此相比较而言，多输出情况下重要性测度新指标 Ｓｍ
ｉ

（Ｙ） 充分考虑了各个输出模式中输入变量的重要性

测度信息，更为合理可取。 Ｓｉ（Ｙ） 和 Ｓｉ（Ｙ） ′ 得出各

输入变量间的相对重要性程度差异也表明引入文献

［６］ 的改进措施可以更加完整地反映Ｘ ｉ 对每个输出

情况下响应量方差所造成的影响，进而使新指标 Ｓｍ
ｉ

（Ｙ） 衡量的综合影响更加完整合理。
从计算效率和精度方面来说，乘法降维方法具

有很大的优势，只需要 ３×（３×５－２）＝ ４５ 次模型运算

即可得到满意的结果。 而运用 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 数字模

拟法求解则需抽取 ２０ ０００ 个样本点，进行双层循环

调用模型才能得到较好的收敛结果，效率很低，代价

昂贵。
３ ２　 工程算例

复合材料层合结构因其高的比强度、比刚度和

低质量等优越性能而在航空航天领域得到了广泛应

用。 但是，由于复合材料力学性能具有较大的分散

性和随机性，因此研究这些不确定性对复合材料结

构的输出响应性能影响具有十分重要的意义。 为

此，本算例将以单层板材料力学性能、铺设角、铺层

厚度及加载载荷视为随机输入变量，复合材料结构

输出位移和强度比视为多个输出响应量，研究不同

输入变量的不确定性对复合材料结构多输出响应量

的方差贡献大小。
层合板悬臂梁的上面板受到垂直于面板的压力

Ｆ＝ ０ １ ＭＰａ，梁的截面尺寸和网格形式如图 １，其中

ａ ＝ ５０ ｍｍ，ｂ＝ ４０ ｍｍ，ｃ＝ ｔ＝ ２ ｍｍ，悬臂梁长度 ｌ＝ ６００
ｍｍ，各单层板厚度为 ｄ＝ ０ ２５ ｍｍ，梁腹板的铺层顺

序为（４５° ／ －４５° ／ －４５° ／ ４５°） Ｓ，梁面板的铺层顺序为

（４５° ／ －４５° ／ ０° ／ ９０°） Ｓ。 单层板性质数据为 Ｅ１１ ＝ １３５
ＧＰａ，Ｅ２２ ＝ ８ ８ ＧＰａ，ν１２ ＝ ０ ３３，Ｘ ｔ ＝Ｘｃ ＝ １ ５ ＧＰａ，Ｙｔ ＝
４０ ＭＰａ，Ｙｃ ＝ ２４６ ＭＰａ，Ｓ ＝ ６８ ＭＰａ。 上述材料性质、
铺设角、铺层厚度以及压力作为随机输入变量，且假

定相互独立，均服从正态分布，变异系数都为 ０ ０６，
铺设角的分散性以 ０ ５°的标准差来表示。

图 １　 工字梁截面示意图和网格划分

利用 ＰＣＬ 语言控制 Ｐａｔｒａｎ ／ Ｎａｓｔｒａｎ 有限元分析

·０５５·
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软件调用上述工字梁模型 １７×５－１６ ＝ ６９ 次，求得相

应的输出响应最大位移和临界强度比的值；最后运

用本文所述方法即可求得基本输入变量对于多输出

响应最大位移和临界强度比的总的影响程度。 结果

如图 ２ 所示。

图 ２　 复合材料梁的新指标求解结果

某一随机输入变量对于不同的输出相应模式的

重要性有很大不同。 影响输出响应最大位移方差的

主要输入变量排序为 ｄ＞Ｆ＞Ｅ１１，而影响输出响应强

度比方差的主要输入变量排序却为 ０°＞Ｙｔ＞ｄ＞Ｆ。 基

于响应量方差的输入变量对 ２ 种输出方差的综合影

响的重要性排序为 ０°＞Ｙｔ ＞ｄ＞Ｆ，这个排序与对强度

比方差影响排序一致且重要性程度相当，这是此工

程实例中由于强度比方差远大于最大位移方差的原

因，从而使得原指标完全没有利用到最大位移输出

模式提供的信息。 因此对于此类的多输出响应的工

程问题，文献［３］中提出的多输出情况下重要性测

度指标难以提供有效的实际指导意义。 而本文提出

重要性测度新指标可以有效地避免上述问题，充分

利用每个输出模式提供的重要性信息。 对于本工程

实例，新指标很好地度量了 ０°和 Ｅ１１２ 个输入变量在

多输出模式下的综合重要性程度，体现了 Ｅ１１的重要

性影响。 所以多输出情况下重要性测度新指标合理

衡量了输入变量对各个输出响应量方差的综合影

响。 从计算代价方面看，相比较于提出本例的文献

［１］中所采用的 ＳＤＰ 法（需 １ ０００ 次模型调用），新
指标求解所需的 １７×５－１６ ＝ ６９ 次模型调用是十分

高效的。

４　 结　 论

本文主要提出了一种针对结构系统多输出情况

下基于方差的重要性测度的新指标，用以衡量各输

入变量的变异性对多输出结构系统变异性综合影响

的重要程度，指导工程实际按新指标对输入变量进

行重要性度量和排序。 一方面，新指标中先对原始

输出模型作无量纲化处理，从而充分考虑了每个输

出模式的作用；另一方面，新指标采用修改的基于方

差的主重要性测度指标，从而更完整地保留输入变

量对响应量方差的影响信息。 本文将乘法降维替代

模型引入到多输出情况下基于方差的主重要性测度

的新指标，准确高效。 使用乘法降维替代模型求解

新指标只需要 ｍ×［ｎ×ｌ－（ｎ－１）］次功能函数运算就

可以获得很精确的结果（其中 ｍ 表示输出模式个

数，ｎ 表示输入变量个数，ｌ 表示求解降维后单变量

函数前几阶矩时所需的高斯积分点数）。 这相比于

ＳＤＰ 方法和 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 数字模拟法显得更加高效，
极大地节约了模型运算成本。
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