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摘 要:针对具有一定拓扑结构的元件相依复杂系统的可靠性分析问题，提出了一类新的元件相依系
统———空间相依圆形可修系统。该系统由若干个排列成圆形的元件组成，并且每个元件的运行依赖
于空间上与之相邻的元件(“邻居”)。采用马尔可夫过程描述系统的运行过程，定义了四元件和五元
件空间相依圆形可修系统的状态，得到了系统的状态转移率矩阵。运用 Laplace变换方法，给出了系
统的可用度。通过数值示例说明了结论的应用，并把上述 2个系统的可用度与元件独立马尔可夫可
修系统的可用度进行了对比。
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2009 年，国际著名学者 Zio 教授，在可靠性领域

著名期刊《Ｒeliability Engineering and System Safety》
中的“可靠性工程: 老问题和新挑战”一文中指出

“系统状态之间以及各个元件的状态之间存在的相

依性，是多状态系统建模困难的原因所在”［1］。用

什么样的方法以及如何精细描述和刻画元件之间的

相依关系，已经成为当今多状态系统可靠性建模与

评估研究的热点问题。目前关于元件相依的研究主

要集中在共因失效系统［2］、马氏相依系统［3］、冗余

相依系统［4］、序列相依系统［5］、历史相依系统［6-7］等

方面。
一些多状态系统的元件按照需求构成一定的拓

扑结构( 如线、圆、二维点阵等) ，并且每个元件的运

行依赖于空间上与其相邻的元件( “邻居”) 。如大

型温控系统通常由多个风机盘管承担室内的温度调

节负荷，每个风机盘管装有温控器。当区域呈长方

形且面积不大时，把风机盘管排成 1 排，系统呈线形

拓扑结构; 当区域呈圆形且面积不大时，通常把风机

盘管排成 1 圈，系统呈圆形拓扑结构; 当区域呈长方

形且面积较大时，通常把风机盘管排成若干行，系统

呈二维点阵拓扑结构。通常状态下，风机盘管处于

中档运行状态。如某个风机盘管发生故障，停止运

行，相邻区域的温控器因感应到室内温度达不到要

求，向与之相连的风机盘管发出信号。相邻区域的

风机盘管将加快风机转速，处于高档风速运行状态。
从上述分析可知，大型温控系统每个元件的运行主

要和其"邻居"有相依关系，而不是和系统中所有元

件相关，本文称这类系统为元件空间相依系统。
据我们所知，文献中还没有关于元件空间相依

系统可靠性方面的研究，但这种空间相依关系广泛

存在于供应链、道路交通网络等系统中，有重要的研

究意义。本文给出了空间相依圆形马尔可夫可修系

统的数学定义。对四元件和五元件空间相依圆形马

尔可夫可修系统进行了可靠性分析。通过数值算例

对空间相依和元件独立圆形马尔可夫可修系统的可

用度进行了比较分析。

1 模型假设

1．1 基本模型

空间相依圆形马尔可夫可修系统的假设如下:

1) 系统由 n 个同型元件和 n 个修理工组成。n 个同

型元件排列成圆形。 每个元件有 2 种状态: 正常和

故障。设 n 个元件的编号分别为 1，2，…，n，则元件

k( k∈ { 1，2，…，n} ) 的“邻居”为元件 k + 1 和 k －
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1。为统一起见，令 0 = n，n + 1 = 1。
2) 系统中每个元件的运行依赖于它的 2 个“邻

居”。当 2 个“邻居”中有 l( 0≤ l≤ 2) 处于故障状

态时，元件的寿命 Yl 的分布为 1 － eλlt( t≥ 0) ，其中 0
＜ λ0 ＜ λ1 ＜ λ2。

3) 在初始时刻系统是新的。每个元件有专用

的修理工，一旦发生故障，即刻进行维修且修复如

新，修复时间为 1 － e －μt( t≥ 0，μ ＞ 0) 。假定所有随

机变量相互独立。当所有元件都处于故障状态时，

系统处于故障状态。
当 n = 2 或 3 时，每个元件都是其他元件的“邻

居”，本模型转化为 Yu 等［4］ 提出的故障相依冗余系

统。空间相依可修系统的状态即和每个元件的状态

有关，又与元件之间的拓扑结构有关，较为复杂。本

文仅对四元件和五元件空间相依圆形马尔可夫可修

系统的可靠性进行分析。
1．2 四元件和五元件空间相依圆形马尔可夫可修

系统状态

为了区分系统的不同状态，定义状态 1: 元件正

常; 状态 0: 元件故障。
用 X( 4) ( t) = ( X1( t) ，…，X4( t) ) ( t≥ 0) 表示四

元件空间相依圆形马尔可夫可修可修系统时刻 t 的

状态，其中 Xi( t) ( i∈ { 1，2，3，4} ) 表示时刻 t 元件 i
所处的状态，即

Xi( t) =
0， 元件 i 故障

1， 元件 i 正常{
根据上述假设系统有 24 个基本状态。但由于

元件是同型的，并且系统的圆形结构具有对称性，一

些基本状态可以合并为 1 个状态。合并情况如下:

( 0，1，1，1) ，( 1，0，1，1) ，( 1，1，0，1) ，( 1，1，1，0) 都

表示有 1 个元件故障，用( 0，1，1，1) 表示; ( 0，0，1，

1) ，( 1，0，0，1) ，( 0，1，1，0) ，( 1，1，0，0) ，都表示有 2
个相邻元件故障，用( 0，0，1，1) 表示; ( 0，1，0，1) ，

( 1，0，1，0) 都表示有 2 个元件故障，并且这 2 个故

障元件之间有 1 个正常元件，用( 0，1，0，1 ) 表示;

( 1，0，0，0) ，( 0，1，0，0) ，( 0，0，1，0) ，( 0，0，0，1) 都

表示有 3 个元件故障，用( 0，0，0，1) 表示; 总之，系

统有 6 个不同的状态。如图 1 所示。
类似地，令 X( 5) ( t) = ( X1( t) ，…，X5( t) ) ( t≥ 0)

表示五元件空间相依圆形马尔可夫可修系统时刻 t
的状态，其中Xi( t) ( i∈ { 1，2，3，4，5} ) 表示时刻 t元
件 i 所处的状态。

系统的 25 个基本状态，可以做以下合并: ( 0，1，

图 1 四元件空间相依圆形马尔可夫

可修系统的 6 种状态

1，1，1) 表示 1 个元件故障，它代表( 0，1，1，1，1) ，

( 1，0，1，1，1) ，( 1，1，0，1，1) ，( 1，1，1，0，1) ，( 1，1，1，

1，0) 5 个基本状态; ( 0，0，1，1，1) 表示 2 个相邻元件

故障，它代表( 0，0，1，1，1) ，( 1，0，0，1，1) ，( 1，1，0，

0，1) ，( 1，1，1，0，0) ，( 0，1，1，1，0) 5 个基本状态;

( 0，1，0，1，1) 表示 2 个元件故障，并且这 2 个故障

元件之间有 1 个正常元件。它代表( 0，1，0，1，1) ，

( 1，0，1，0，1) ，( 1，1，0，1，0) ，( 0，1，1，0，1) ，( 1，0，1，

1，0) 5 个基本状态; ( 0，0，0，1，1) 表示 3 个相邻元件

故障，它代表( 0，0，0，1，1) ，( 1，0，0，0，1) ，( 1，1，0，

0，0) ，( 0，1，1，0，0) ，( 0，0，1，1，0) 5 个基本状态;

( 0，0，1，0，1) 表示 3 个元件故障，其中 2 个故障元

件是相邻的，另一个故障元件和 2 个相邻故障元件

之间有 1 个正常元件，它代表( 0，0，1，0，1) ，( 1，0，

0，1，0) ，( 0，1，0，0，1) ，( 1，0，1，0，0) ，( 0，1，0，1，0) 5
个基本状态; ( 0，0，0，0，1) 表示有 4 个元件故障，它

代表( 0，0，0，0，1) ，( 1，0，0，0，0) ，( 0，1，0，0，0) ，( 0，

0，1，0，0) ( 0，0，0，1，0) 5 个基本状态。系统的 8 个

不同状态如图 2 所示。
由于元件的寿命和修理时间都是指数分布，并

且是相互独立的，X ( 4) ( t) = ( X1( t) ，…，X4( t) ) 和

X ( 5) ( t) = ( X1( t) ，…，X5( t) ) 都是时齐马尔可夫过

程。它们的状态空间分别为 S1 = { ( 1，1，1，1) ，( 0，

1，1，1) ，( 0，0，1，1) ，( 0，1，0，1) ，( 0，0，0，1) ，( 0，0，

0，0) } ，S2 = { ( 1，1，1，1，1) ，( 0，1，1，1，1) ，( 0，0，1，

1，1) ，( 0，1，0，1，1) ，( 0，0，0，1，1) ，( 0，0，1，0，1) ，

( 0，0，0，0，1) ，( 0，0，0，0，0) }。它们的工作状态集
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图 2 五元件空间相依圆形马尔可夫

可修系统的 8 种状态

分别为 W1 = { ( 1，1，1，1) ，( 0，1，1，1) ，( 0，0，1，1) ，

( 0，1，0，1) ，( 0，0，0，1) } ，W2 = { ( 1，1，1，1，1) ，( 0，

1，1，1，1) ，( 0，0，1，1，1) ，( 0，1，0，1，1) ，( 0，0，0，1，

1) ，( 0，0，1，0，1) ，( 0，0，0，0，1) }。

2 四元件和五元件空间相依圆形马尔
可夫可修系统状态转移分析

本部分将对四元件和五元件空间相依圆形马尔

可夫可修系统状态转移过程进行分析。
首先考虑四元件空间相依圆形马尔可夫可修系

统。当系统的 4 个元件都处于正常状态时，每个元

件的寿命 Y0 的分布为 1 － e －λ0t，并且 4 个元件中的 1
个元件故障时，系统将有 1 个元件故障，因此系统在

Δt 时间内可从状态( 1，1，1，1) 转移至状态( 0，1，1，

1) ，转移概率为 4λ 0Δt。由于元件的修复时间为 1 －

e －μ t，系统在 Δt 时间内可从状态( 0，1，1，1) 转移至

状态( 1，1，1，1) ，转移概率为 μΔt。
当系统中1个元件故障时，有2个元件和故障元

件相邻，其故障率为λ 1，剩余1个元件的2个“邻居”
都是工作元件，其故障率为 λ 0，因此在Δt时间内，系

统可从状态( 0，1，1，1) 转移至状态( 0，0，1，1) 和状

态( 0，1，0，1) ，概率分别为 2λ 1Δt 和 λ 0Δt。2 个故障

元件中的 1 个修复以后，系统将有 1 个元件故障，因

此在 Δt 时间内，系统可由状态( 0，0，1，1) 和状态

( 0，1，0，1) 转移至( 0，1，1，1) ，转移概率为 2μΔt。
当系统处于状态( 0，0，1，1) 时，正常元件的“邻

居”有 1 个 正 常，1 个 故 障，其 寿 命 的 分 布 为

1 － e －λ1t，因此在 Δt 时间内，系统可转移至状态( 0，

0，0，1) ，转移概率 2λ 1Δt。当系统处于状态( 0，1，0，

1) 时，正常元件的 2 个“邻居”处于故障状态，其寿

命分布为 1 － e －λ2t，因此在 Δt 时间内，系统可转移至

状态( 0，0，0，1) ，转移概率为 2λ 2Δt。
当系统处于状态( 0，0，0，1) 时，若在 Δt 时间

内，与正常元件相邻的 2 个故障元件中的 1 个修复，

系统将转移至状态( 0，0，1，1) ，转移概率为 2μΔt。
与正常元件不相邻的元件修复时，系统将转移至状

态( 0，1，0，1) ，转移概率为 μΔt。
当系统处于状态( 0，0，0，1) 时，正常元件的 2

个邻居都是故障元件，其寿命的分布为 1 － e －λ2t，因

此在 Δt 时间内，系统可转移至状态( 0，0，0，0) ，转移

概率为 λ 2Δt。
当 4 个故障元件中的 1 个在 Δt 时间内修复时，

系统由状态( 0，0，0，0) 转移至状态( 0，0，0，1) ，转移

概率为 4μΔt。
综上，系统在 Δt 时间内的状态转移过程如图 3

所示。为了简便，在图 3 中略去了系统停留在原状

态的概率。

图 3 四元件空间相依圆形马尔可夫

可修系统状态转移图

把系统状态作如下排序: ( 1，1，1，1) ，( 0，1，1，
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1) ，( 0，0，1，1) ，( 0，1，0，1) ，( 0，0，0，1) ，( 0，0，0， 0) ，则由图 3 可得系统的转移率矩阵:

Q1 =

－ 4λ0 4λ0 0 0 0 0

μ － μ － 2λ1 － λ0 2λ1 λ0 0 0

0 2μ － 2μ － 2λ1 0 2λ1 0

0 2μ 0 － 2μ － 2λ2 2λ2 0

0 0 2μ μ － 3μ － λ2 λ2

0 0 0 0 4μ － 4μ





















类似地，可对五元件空间相依圆形马尔可夫可修系

统进行状态转移分析，其状态转移如图 4 所示。
把系统状态做如下排序: ( 1，1，1，1，1) ，( 0，1，

1，1，1) ，( 0，0，1，1，1) ，( 0，1，0，1，1) ，( 0，0，0，1，1) ，

( 0，0，1，0，1) ，( 0，0，0，0，1) ，( 0，0，0，0，0) ，由图 4
可得五元件空间相依圆形马尔可夫可修系统的转移

率矩阵:

Q2 =

－ 5λ0 5λ0 0 0 0 0 0 0

μ － μ － 2λ0 － 2λ1 2λ1 2λ0 0 0 0 0

0 2μ － 2μ － λ0 － 2λ1 0 2λ1 λ0 0 0

0 2μ 0 － 2μ － λ2 － 2λ1 λ2 2λ1 0 0

0 0 2μ μ － 3μ － 2λ1 0 2λ1 0

0 0 μ 2μ 0 － 3μ － 2λ2 2λ2 0

0 0 0 0 2μ 2μ － 4μ － λ2 λ2

0 0 0 0 0 0 5μ － 5μ

























图 4 五元件空间相依圆形马尔可夫

可修系统状态转移图

3 四元件和五元件空间相依圆形马尔
可夫可修系统可用度

假设 P1( t) ，P2( t) 分别表示四元件和五元件空

间相依圆形马尔可夫可修系统 t 时刻的状态概率向

量，则它们满足微分方程组( 参见文献［8］) :

dP i( t)
dt

= P i( t) Qi i = 1，2 ( 1)

由于在初始时刻系统是新的，上述微分方程的

初始条件为:

P1( 0) = ( 1，0，0，0，0，0)

P2( 0) = ( 1，0，0，0，0，0，0)

对方程组( 1) 两边做拉普拉斯变换，得:

P*
i ( s) = P i( 0) ( sI － Qi )

－1 ( 2)

式中: P*
i ( s) 为 P i( t) 的拉普拉斯变换。

用 A1( t) 和 A2( t) 分别表示四元件和五元件空

间相依圆形马尔可夫系统在 t 时刻的瞬时可用度，

即系统处于工作状态的概率。由等式( 2) 和系统假

设可得，Ai( t) ( i = 1，2) 的拉普拉斯变换:

A*
i ( s) = P i( 0) ( sI － Qi )

－1μ i ( 3)

式中: μ 1 = ( 1，1，1，1，1，0) T，μ 2 = ( 1，1，1，1，1，1，1，

0) T。对 A*
i ( s) 做逆拉普拉斯变换可得 Ai( t) 。

为求系统的稳态可用度分别解方程组

π1Q1 = ( 0，0，0，0，0，0)

π1e1 = 1{ ( 4)

和
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π2Q2 = ( 0，0，0，0，0，0，0，0)

π2e2 = 1{ ( 5)

式中: e1 和 e2 为所有分量都为 1 的 6 维和 8 维列向

量。四元件和五元件空间相依圆形马尔可夫可修系

统的稳态可用度 A1 = π1e1，A2 = π2e2。

4 数值算例

考虑一个由四个元件和四个修理工组成的空间

相依圆形马尔可夫可修系统。假设每个元件的修理

时间分布为 1 － e －1 /2 t( t ≥ 0) 。当 1 个元件的 2 个

“邻居”中有 0，1 和 2 处于故障状态时，其寿命分布

分别为 1 － e －1 /4t、1 － e －t 和 1 － e －2t( t≥ 0) 。把 μ =
1 /2，λ 0 = 1 /4，λ 1 = 1，λ 2 = 2 代入相关表达式，用

Matlab 软件做拉普拉斯和逆拉普拉斯变换可得系统

的瞬时可用度 A1( t) ，其图像如图 5 所示。把方程组

( 4) 的 解 代 入 A1 的 表 达 式，可 得 稳 态 可 用 度 为

0. 673 2。
为了进行对比分析，考虑元件的寿命和修复时

间分别为1 － e －1 /4t 和1 － e －1 /2t( t≥0) 的四元件独立

圆形马尔可夫可修系统。用类似于四元件并联马尔

可夫可修系统可靠性分析的方法，可得其瞬时可用

度珘A1( t) ，其图像如图 5 所示，稳态可用度珘A1 = 0. 987
7。

图 5 四元件独立和空间相依圆形马尔

可夫可修系统瞬时可用度曲线

类似地，考虑由 5 个元件和 5 个修理工组成的

空间相依和独立圆形马尔可夫可修系统，并假设元

件的寿命和修复时间与相应的四元件系统相同。用

类似于四元件系统可靠性分析的方法可得他们的瞬

时可用度 A2( t) 和珘A2( t) ，其图像如图 6 所示。它们

的稳态可用度 A2 = 0. 751 0，珘A2 = 0. 995 9。

图 6 五元件独立和空间相依圆形马尔可夫

可修系统瞬时可用度曲线

空间相依与独立圆形马尔可夫可修系统可用度

曲线对比表明: 在元件寿命和修复时间分别相同的

条件下，空间相依圆形马尔可夫可修系统的可用度

低于元件独立圆形马尔可夫可修系统，并且空间相

依系统需要更长的时间才能趋于稳态; 四元件和五

元件空间相依圆形马尔可夫可修系统可用度曲线对

比表明: 在元件寿命和修复时间分别相同的条件下，

四元件空间相依圆形马尔可夫可修系统的可用度更

低一些。

5 结 论

本文建立了空间相依圆形马尔可夫可修系统模

型。运用概率分析、拉普拉斯变换方法和马尔可夫

过程理论对四元件和五元件空间相依圆形马尔可夫

可修系统进行了可靠性分析，得到了它们的瞬时和

稳态可用度。数值算例表明: 空间相依系统的可用

度低于元件独立系统。本文首次考虑了拓扑结构对

元件间相依关系的影响，有重要的理论和应用价值。
本文仅对四元件和五元件空间相依圆形马尔可

夫可修系统进行了可靠性分析。在进一步研究中，

可考虑 n 元件空间相依圆形马尔可夫可修系统可靠

性度量问题。也可考虑其他结构下( 如线、二维点

阵等) 空间相依系统建模与可靠性研究问题。
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Ｒeliability Analysis of Circular Markov Ｒepairable
Systems with Spatial Dependence

Wang Liying1，Si Shubin2

1．Department of Mathematics ＆ Physics，Shijiazhuang Tiedao Institute，Shijiazhuang，050045，China
2．Ichool of Mechatronics，Northwestern Polytechnaical University，Xi'an 710072，Chian( )

Abstract: Aim． The introduction of the full paper reviews a number of papers on reliability models with dependent
units in the open literature and proposes what we believe to be a new model mentioned in the title． The core of Sec-
tion 1 consists of: ( 1) we present the assumptions of the circular Markov repairable systems with spatial depend-
ence; ( 2) we put forward the Markov processes associated with the 4-unit and 5-unit circular Markov repairable
systems with spatial dependence and define their states as indicated in Fig．1 and Fig． 2． Section 2 analyzes the state
transitions of the 4-unit and 5-unit systems and obtains the state transition rate matrices corresponding to them． Sec-
tion 3 discusses the instantaneous and asymptotic availabilities of the 4-unit and 5-unit systems，which are given by
equations ( 3) -( 5) ． Section 4 presents the numerical examples of the 4-unit and 5-unit systems． The curves of in-
stantaneous availabilities are shown in Fig． 5 and Fig． 6． We obtain the conclusions that: ( 1) the system with inde-
pendent units is more reliable than the circular Markov repairable system with spatial dependence; ( 2) the 5-unit
circular Markov repairable system is more reliable than the 4-unit system．

Key words: availability，differential equations，inverse problems，Laplace transforms，Markov processes，mathe-
matical models，MATLAB，matrix algebra，probability，reliability analysis; circular system，Markov
repairable system，spatial dependence．
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