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摘 要:基于高阶位移场理论研究了简支条件棱镜型圆柱壳体在内压力作用下的结构响应。首先，建
立承受内压圆柱壳体的平衡方程，计算在该载荷作用下的各项同性材料的响应，与弹性力学理论解进
行对比，验证所得平衡方程的正确性。采用均匀化方法，将正方形，三角形和 Kagome 3 种多孔金属圆
柱壳体等效为正交各向异性的材料，计算了在内压下的结构响应，并与有限元计算结果进行对比，结
果表明文中方法所得结果与有限元的结果非常接近，计算得到的径向位移和轴向应变与有限元的计
算基本相同，径向应力，环向应力和径向应变等结构响应时误差也较小。3 种构型的计算结果与有限
元计算结果的比值变化趋势基本相同，其中三角形和 Kagome构型的计算结果较正方形构型的计算结
果较为准确。通过对所得结果进行分析，可以发现该高阶位移场理论在计算圆柱壳体结构响应时有
效、准确，可以作为预测该类结构响应的计算方法。
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多物理场服役和复杂工况作用下，传统的金属

构件已不能满足结构强度，降噪隔声，主动散热等多

功能设计要求。新型复合材料和超轻多孔金属材料
以其高比强度、高效散热、多功能集成等良好性能，
成为近年来学术界关注的热点。如何准确而高效地
对这类结构进行简化，建模和理论计算成为最需要

解决的问题。由铁木辛柯梁理论发展而来的梅林
板［1］理论，计算均匀材料板、壳，以及各向异性板和
层合板的结构响应。在计算层合板结构响应时，通
常将层合板简化为单层板，采用高阶位移场计算其

结构响应。由计算精度较低的{ 1，0} 阶位移场理论
发展而来的{ 3，0} 阶［2］和{ 1，2} 阶［3］理论，可用于计
算厚板壳的结构响应，并提供了较为精确的计算结

果。Cook 和 Tessler［4，5］由{ 1，2} 阶理论提出的{ 3，
2} 阶理论，引入了轴向的非线性项，可得到精确的
轴向位移和应力。Mantari［6］采用了一种新型的高
阶剪切变形理论计算了层合板和三明治板的静、动

态响应。Cetkovic［7］采用了一种分层的位移模式，研
究了层合板的振动问题。
综上所述，大量的研究针对平板结构，而针对圆

柱壳体结构的研究较少。本文针对承受内压的棱镜
型圆柱壳体结构的结构响应进行研究。将棱镜型多
孔金属材料等效为正交各向异性的材料，引入{ 3，
2} 阶的高阶位移场理论，计算结构位移和应变等响
应，并通过有限元计算验证本文方法的可靠性。

1 圆柱壳体的平衡方程及其求解

1. 1 { 3，2} 阶位移场
如图 1 所示，选取圆柱壳体中线为坐标原点，

上、下面板的厚度均为 h，圆柱壳横截面圆心到坐标
原点的半径为 Ｒ。设沿中线的方向为 x，沿径向的方
向为 z。
基于{ 3，2} 高阶位移理论构造位移场，轴向位
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图 1 坐标及尺寸示意图
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柱壳体中面沿 x 轴的位移，x ( x) 是圆柱壳绕环向
的转角，w( x) 是横向加权位移，w1 ( x) ，是描述中面
翘曲的函数。由弹性力学理论，得到轴向应变和环
向应变的表达式
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1. 2 应力应变关系及其改进
对于各项同性或者正交各向异性材料，材料的

本构关系为
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通常来讲，对于承受机械荷载的圆柱壳体，径向应力

可表示为径向位移的三次方。即设径向应力为

σzz = ∑
3

n = 0
σzi ( ζi )

n ( 4)

由于圆柱壳体上、下表面的径向应力对径向 z 的一
阶微分为零，由( 4) 式得到径向应力为

σzz = σz0 + σz1φ ( 5)

式中 φ = ζ － 1
3 ζ

3。将( 3) 式中的径向应变改写为由

轴向应变，环向应变以及径向应力的表达形式
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式中，Ĉij = Cij － Ｒi3 Cj3，Ｒi3 = Ci3 S33，S33 = 1
C33
。由径

向应变和径向位移对 z一阶微分必然满足最小二乘
关系，可以确定 σz0 和 σz1 的值，即

U = min∫
h

－h
［εzz － uz，z］

2dz ( 7)

将 σz0 和 σz1 视为自变量，得到 σz0 和 σz1 的表达式
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1. 3 控制方程及其求解
由以上得到的应力和应变项，可以得到结构的

应变能

W = ∫V珔w* dV = π∫
l
2

－ l
2
( σxx εxx +

σθθ εθθ + σzz εzz + τxz γxz ) dx ( 9)
设该圆柱壳体承受均布内压载荷 q0 ，因此在载荷作
用下，外力所做的功为

We = ∫S － q0uz ( x，Ｒ in ) ds ( 10)

由哈密顿原理，对 5 个位移分量进行变分，得到控制
方程

Lu = ( Ｒ － H) 0 0 q0 － q0
4
5 q[ ]0

T

( 11)
式中 L是 5 × 5 的偏微分算子矩阵，位移变量 u =
［u φx w w1 w2］

T。对于简支边界条件的圆柱
壳体，边界条件可以描述为: w = w1 = w2 = 0，Nx =

Mx = 0。设位移模式为: u = ∑
∞

m = 1
Umcos( λmx) ，x =

∑
∞

m = 1
Φmcos( λmx) ，w = ∑

∞

m = 1
Wmsin( λmx) ，w1 = ∑

∞

m = 1

W1msin( λmx) ，w2 = ∑
∞

m = 1
W2msin( λmx) ，其中 λm =

mπ
L 。值得注意的是，位移模式恒满足简支边界。将位

移模式代入( 11) 式，利用伽辽金原理，得到平衡方
程，求解得到 Um，Φm，Wm，W1m，W2m 5个位移幅值，并
代入位移模式和( 1) 式得到位移 ux 和 uz，将位移代

入( 2) 式、( 5) 式和( 6) 式得到应力和应变。

2 平衡方程的验证

由弹性力学理论可知，对于各项同性，承受内压

圆柱壳体，径向应力可表示为 σρ = － q0［( Ｒ /ρ) 2 －
1］/［( Ｒ /r) 2 － 1］，设圆柱壳体为各项均匀材料，横
截面圆心到坐标原点的半径 Ｒ = 0. 17 m，圆柱壳中
轴线到上下面板的厚度为 h = 0. 03 m，弹性模量 E
= 193 GPa，泊松比为 0. 23，密度 ρ = 8 × 103 kg·
m－3。将该模型的参数代入本文推导的平衡方程进
行计算。并通过与弹性力学理论解和有限元解进行
对比，得到如图 2 所示的径向应力沿壳体厚度方向
的对比，可以发现 3 种计算结果非常接近。

图 2 各项均匀圆柱壳体的径向应力

3 正交各向异性的圆柱壳体分析

对于正方形，三角形和 Kagome 3 种二维棱镜型
( lattice) 构型的多孔金属材料( 见图 3 ) ，采用 Liu［8］

和 Zhou［9］的均匀化理论将多孔金属材料等效为正
交各向异性的材料，弹性矩阵见表 1。利用{ 3，2} 阶
理论，计算其结构响应，并通过与有限元结果对比，

以验证该理论的计算结果是否正确。设这 3 种构型
的杆厚度为 0. 002 m，其它参数与前面所述的均匀
材料相同。

图 3 3 种构型示意图
表 1 3 种结构的弹性矩阵

结构类型 弹性矩阵

正方形 E

0． 136 0． 018 0． 013 0
0． 018 0． 079 0 0
0． 013 0 0． 057 0











0 0 0 0． 006

三角形 E

0． 234 0． 035 0． 019 0
0． 035 0． 113 0． 038 0
0． 019 0． 038 0． 045 0











0 0 0 0． 008

Kagome E

0． 234 0． 035 0． 019 0
0． 035 0． 114 0． 037 0
0． 019 0． 037 0． 046 0











0 0 0 0． 008
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计算 3 种构型的理论解以及有限元的数值解，
分析得到两者的比值随着相对厚度的变化情况，如

图 4 ～图 6 所示，分别为 3 种构型径向位移、径向应
力和环向应力的比值变化情况。从图中可以发现，
理论计算结果和有限元计算的结果非常接近，其中

该理论在预测圆柱壳体径向位移时，高阶位移理论

与有限元计算结果的比值基本在 1 ～ 1. 05 之间，且
比值变化幅度较小。在预测其它响应时，除了径向
应力在最外层部分有稍大的误差以外，其它结果的

误差均非常小。在预测径向位移时，正方形和三角
形构型的计算误差较 Kagome构型的小，而在预测

图 4 径向位移比值随着相对厚度的变化

图 5 径向应力比值随着相对厚度的变化

图 6 环向应力比值随着相对厚度的变化

诸如径向应力等响应时，正方形构型的误差较其它

2 种构型稍大，但从总体上来说，误差仍在可接受的
范围内。在计算环向应力的时候，3 种计算结果的
变化趋势不太一致，正方形构型的理论结果一直小

于有限元计算结果，而其它 2 种构型的计算结果均
大于有限元结果。

4 结 论

针对圆柱壳体结构，采用高阶位移场理论，推导

并建立其平衡方程，计算在内压载荷作用下的结构

响应，并通过与弹性力学理论解对比，验证该方法的

正确性。最后，通过计算均匀化后的多孔金属圆柱
壳体的结构响应，并与有限元结果进行对比，两者计

算结果非常接近，误差较小，尤其是在预测径向位移

时，该方法计算得到的结果与有限元的计算结果基

本相同; 且在计算径向应力，环向应力等结构响应时

误差也较小; 三角形和 Kagome 构型的计算结果较
正方形的计算结果更为准确。综上，通过一系列的
计算对比表明，该高阶位移场理论以其计算圆柱壳

体结构响应的有效性和准确性，可以作为预测该类

结构响应的计算方法。
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Ｒesearch on Structural Ｒesponse of Metallic Lattice Tube Based on
Higher-Order Field Displacement ( HOFD) Theory

Zhang Kai1，Deng Zichen1，2，Wang Bo1
1． Department of Engineering Mechanics，Northwestern Polythechnical University，Xi'an 710072，China
2． State Key Laboratory of Structural Analysis for Industrial Equipment，Dalian University of Technology，Dalian 116024，( )China

Abstract: A metallic cylindrical lattice tube under internal pressure was analyzed by using the HODF theory． The
response of the structure was obtained and compared with that obtained by using the FEM analysis． By using the
homogenization method，three cylindrical lattice tubs，whose lattice types were Triangle，Square，and Kagome re-
spectively，under internal pressure were homogenized to be orthotropic material and calculated by HODF theory．
The HODF theoretical results and the FEM results were respectively obtained and their comparisons show that the
differences are very small． The radial displacement and axial displacement obtained with HODF theory are nearly
the same as the respective displacements obtained with FEM． The errors in radial stress，hoop stress and radial
strain are relatively small． The ratios of the displacements obtained respectively with HODF theory and FEM are
calculated and the patterns of these respective ratios are nearly the same． The results of Triangle and Kagome are
better than the results of Square． The comparison and analysis of calculated results confirm preliminarily that the
higher-order displacement theory can be used to calculate the correct responses of the metallic cylindrical lattice
tube under internal pressure．

Key words: errors，finite element method，homogenization method，matrix algebra，schematic diagrams，strain，
strain energy，variational techniques; cylindrical tube，higher-order displacement field( HODF) theo-
ry，lattice structure，orthotropic material
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