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基于随机有限元法的平面多裂纹结构可靠性研究
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摘 要: 在考虑材料参数、裂纹长度、外载分散性的前提下，文章首先用一般六节点单元和六节点奇异

等参单元建立了平面裂纹的有限元模型，用 Taylor 展开随机有限元方法分析了平面裂纹应力强度因

子分散性。在考虑多裂纹结构的断裂韧性和应力强度因子服从对数正态分布的基础上，结合可靠性

分析中的应力强度干涉模型和二阶窄边界理论，建立了多裂纹结构的裂纹失稳扩展可靠性模型。当

结构处于平面应变状态时，极限应力强度因子可以直接采用材料断裂韧性，当结构的厚度不能满足平

面应变状态要求时，必须将材料平面应变断裂韧性转换为能适用的极限应力强度因子; 对于各裂纹的

应力强度因子及其分散性，可以通过随机有限元方法计算得到。
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目前，人们对老龄飞机多裂纹问题的研究主要

是在疲劳多裂纹扩展和剩余强度研究上，但这些研

究大多都是在将各影响因素考虑为确定性的情况下

进行的［1-3］，而对多裂纹结构在各随机因素影响下

的可靠性研究并不多［4］。在线弹性结构断裂力学

中，含裂纹结构的可靠度可以简单认为是断裂韧性

大于应力强度因子的概率［5］。因此，多裂纹结构可

靠性模型所涉及的研究内容包括: 多裂纹应力强度

因子及其分散性的计算，考虑应力强度因子及断裂

韧性分布的可靠性计算方法，多裂纹结构的疲劳扩

展特性及其分散性等内容。本文主要通过对多裂纹

结构应力强度因子分散性计算理论、可靠性中的应

力强度干涉模型、系统可靠性模型的研究，得到多裂

纹结构可靠性的基本模型，为多裂纹结构研究提供

支持。

1 平面多裂纹结构随机有限元模型的

建立

随机性分析是断裂力学发展的一个方向，也是

结构可靠性评估的基础。研究表明［6，7］，裂纹结构

几何参数和物理参数的随机性对结构内裂纹断裂参

数有着较明显的影响，研究多裂纹结构时其断裂参

数也应视为随机变量，这样才能更加接近多裂纹问

题的本质。
在断裂力学有限元分析中，目前比较通用的方

法是在裂纹尖端布置 12 个奇异单元，如图 1a) 所

示，只要裂纹尖端奇异单元的大小取得比较合适，一

般为裂纹尺寸的 1 /10 左右，裂纹尖端应力应变的模

拟精度基本都能满足要求。
对于任意平面裂纹，如图 1b) 所示，首先将总体

坐标系下裂纹尖端节点的位移转换到裂纹尖端坐标

系下。
u'i = uisinβ + vicosβ
v'i = － uicosβ + visin

{ β
i = 1，2，3，4，5 ( 1)

节点 1 为裂纹尖端，2、3、4、5 节点所公用的单

元边为裂纹面。可以通过奇异单元裂纹面上的 4 个

节点位移来计算应力强度因子，如下

KI = M1 ( v'5，v'4 ) T － M2 ( v'3，v'2 ) T ( 2)

式中

M1 =
r1E

2( r2 － r1 ) ( 1 + ν) ( k + 1)
2π
r槡2

( 1，－ 1)
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M2 =
r2E

2( r2 － r1 ) ( 1 + ν) ( k + 1)
2π
r槡1

( 1，－ 1)

k = ( 3 － v) / ( 1 + v) 平面应力

3 － 4v{ 平面应变

u'i、v'i分别为节点 i 在裂纹尖端坐标系 x' 方向和 y' 方

向上的位移，节点位移的均值和方差可以由随机有

限元方法得到。

图 1 一般平面裂纹尖端的网格划分及

尖端节点位移坐标变换

在各随机因素影响下，裂纹的应力强度因子必

须考虑为随机变量。I 型应力强度因子的均值和方

差可以表示为

E［KI］ = M1 ( v'5，v'4 ) T － M2 ( v'3，v'2 ) T ( 3)

var［KI］ = ∑
5

i = 4
∑
5

j = 4
M1·cov( v'i，v'j ) ·MT

1 +

∑
3

i = 2
∑
3

j = 2
M2·cov( v'i，v'j ) ·MT

2 ( 4)

采用同样的方法，II 型应力强度因子可以通过

x' 方向位移 v'i 得到。在平面多裂纹情况下，对每个

裂纹尖端做上述计算即可得到各裂纹尖端的应力强

度因子均值和方差。则各应力强度因子的变异系数

可以表示为

CK =
var［KI槡 ］
E［KI］

( 5)

2 平面多裂纹结构可靠性研究

2. 1 平面裂纹结构的应力强度因子干涉模型

对于多裂纹结构，结构的破坏是由裂纹失稳扩

展引起的，裂纹失稳扩展是结构中裂纹的应力强度

因子在载荷作用下超过结构材料的断裂韧性造成

的。以 I 型裂纹为例其应力强度因子安全余量 MK

可以表述为

MK = KC － KI

式中，KC 为材料的断裂韧性，实验统计资料表明一

般服从对数正态分布［8］; KI 为 I 型裂纹应力强度因

子。则多裂纹结构的失效概率为

Pf = P( MK ＜ 0) = P( KC － KI ＜ 0) ( 6)

应力强度因子 KI 的概率密度函数为 fKI ( KI ) ; 断

裂韧性 KC 的概率密度函数为 fKC ( KC ) 。则可得到多

裂纹结构的应力强度因子干涉模型，随着疲劳加载

次数的增加，结构中的裂纹逐渐扩展，应力强度因子

KI 单调增加; 结构的断裂失效概率 Pf 则随着加载次

数的增加而单调增加。
2. 2 平面多裂纹结构的可靠性模型

对于如图 2 所示的包含 n 个裂纹的多裂纹结

构，n 个裂纹就有多个应力强度因子，因此，结构的

破坏是由 n 个裂纹中最大应力强度因子超过材料的

断裂韧性引起相应的裂纹失稳扩展造成的。而在结

构受载状态下，每个裂纹失稳扩展的失效概率可由

应力强度因子干涉模型计算得到。

图 2 有 n 个裂纹的多裂纹结构

故此时多裂纹结构失效概率为

Pf = ∑
n

i = 1
Pi －∑

n

i = 2
∑
i －1

j = 1
Pij +

∑
n

i = 2
∑
i －1

j = 2

j≠i

∑
j －1

k = 1

k≠i

k≠j

Pijk － … － ( － 1) nP123…n ( 7)

式中，Pi 为第 i个裂纹失稳扩展的失效概率; Pij 为第

i 和第 j 个裂纹失稳扩展的联合失效概率; Pijk 为第 i、
第 j 和第 k 个裂纹失稳扩展的联合失效概率。当取项

数愈多时，用到的联合失效概率的阶数越高，计算愈

精确，但计算量也愈大［9，10］。因此，可以考虑采用二

阶窄边界法对其进行区间估计。二阶窄边界法考虑
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西 北 工 业 大 学 学 报 第 30 卷

了多裂纹中 2 个裂纹共同发生失稳扩展的概率 Pij，

计算量和计算结果精度基本可以接受。ρc 代表裂纹

失稳扩展之间的相关系数，可由各裂纹失稳扩展的

安全边界方程计算得到［11］。则任意 2 个裂纹发生失

稳扩展的二阶联合失效概率 Pij 可用下式估计

Pij = max Φ( － βi ) Φ －
β j － ρcβi

1 － ρ2槡
( )

c
[ ，

Φ( － β j ) Φ －
βi － ρcβ j

1 － ρ2槡
( ) ]

c

≤ Pij

≤ Φ( － βi ) Φ －
β j － ρcβi

1 － ρ2槡
( )

c

+

Φ( － β j ) Φ －
βi － ρcβ j

1 － ρ2槡
( )

c

= 珔Pij ( 8)

可近似取，Pij =
( Pij + 珔Pij )

2 。βi，β j 分别为第 i 个与第

j 个裂纹发生失稳扩展的可靠性指标，可以通过可靠

性的干涉模型计算得到。多裂纹结构的应力强度因

子及材料的断裂韧性一般服从对数正态分布，设随

机变量 X 为材料的断裂韧性，Y 为多裂纹结构的应

力强度因子，2 个变量均服从对数正态分布，μlx、μly

及 σ2
lx、σ

2
ly 分别为 ln X 及 ln Y 的均值和方差。令 z =

x
y ，则 ln Z = ln X － ln Y。随机变量 z 服从对数正态

分布，其概率密度函数为

h( z) = 1
zσlz 2槡 π

exp －
( lnz － μlz )

2

2σ2[ ]
lz

( 9)

式中 μlz = E( lnz) ; σ2
lz = var( lnz) 。根据失效概率的

定义，则有

Pf = P( z ＜ 1) = 1
σlz 2槡 π
∫
1

0

1
z exp·

－
( lnz － μlz )

2

2σ2[ ]
lz

dz ( 10)

2. 3 平面多裂纹结构的极限应力强度因子

极限应力强度因子是多裂纹结构可靠性计算模

型中判断裂纹是否发生失稳扩展的判据。而极限应

力强度因子是和材料的厚度有关的，对材料进行断

裂性能研究发现，对于某一类材料，当厚度增加时，

极限应力强度因子 KC 会逐渐减小且逼近平面应变

断裂韧性 KIC。只要裂纹尖端处于平面应变状态，就

可以将平面应变断裂韧性作为一个正确的失效判断

标准。对应平面应变状态的最小材料厚度的经验计

算公式如下［12］

t≥ 2. 5 KIC

σ( )
s

2

( 11)

式中，σs 是材料的屈服强度。如果材料的厚度达不

到以上标准，可采用如下半经验关系式通过平面应

变断裂韧性来近似得到极限应力强度因子

KC = KIC 1 + 1. 4
t2

KIC

σ( )
s

[ ]
4 1 /2

( 12)

飞机机翼机身蒙皮厚度通常较小，受力状态往

往处于平面应力状态，可以通过上式给出其极限应

力强度因子; 对于比较厚的金属壁板，可以直接采用

平面应变断裂韧性。

3 用二阶窄边界法进行平面多裂纹结
构可靠性分析计算

以图 3 中的平面对称共线双裂纹为例，通过本

文方法来分析在 ［E，v，P，a1，a2］各随机变量的影

响下该多裂纹结构的失效概率。

图 3 共线裂纹

例 1 图 3 为受单向均匀拉伸的中心 I 型贯穿

共线双裂纹大板，材料为 2024 － T851，屈服强度 σS

= 262 MPa。板厚 t = 3 mm，分别考虑 d = 4 mm，6
mm，8 mm，10 mm 4 种情况。裂纹长度 a1 = a2 = a =
10 mm，变异系数 Ca = 0. 01; 材料弹性模量 E = 72
GPa，CE = 0. 05; 外载 P = 100 MPa，变异系数 CP =
0. 05，各随机变量相互独立。求解过程如下:

1) 建立安全边界方程

多裂纹结构的应力强度因子 KI 和壁板材料的

极限应力强度因子 KC ( 对平面应变状态来讲即材料

的断裂韧性) 均可认为服从对数正态分布，因此，可

以得到上述多裂纹结构裂纹失稳扩展的安全边界方

程如下

log( MK ) = log( KC ) － log( KI ) = 0 ( 13)

2) 应力强度因子及其分散性的确定

该裂纹构型共有 4 个裂纹尖端 A、B、C、D，即有

4 个应力强度因子，有限元模型计算得到结果如表 1
所示，由对称性可知，裂纹尖端 C、D 的应力强度因

·015·
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子分别与 B、A 相等。
表 1 共线多裂纹的应力强度因子

间距 /
mm

KIA / ( MPa

·mm1/2 )

KIB / ( MPa

·mm1/2 )

KIC / ( MPa

·mm1/2 )

KID / ( MPa

·mm1/2 )

d = 10 616. 5 655. 2 655. 2 616. 5

d = 8 621. 6 669. 8 669. 8 621. 6

d = 6 630. 6 784. 7 784. 7 630. 6

d = 4 642. 3 852. 0 852. 0 642. 3

考虑载荷 P 的变异系数，裂纹长度 a 的变异系

数，材料弹性模量 E 的变异系数，通过多裂纹结构的

随机有限元模型计可以得到应力强度因子变异系数

CKI
= 0. 122 3。
3) 多裂纹壁板极限应力强度因子及其分散性

的确定

按照例题中材料的平面应变断裂韧性要求 KIC

= 695 MPa·mm1 /2，通过( 11) 式计算按平面应变状

态可得壁板厚度至少要 t = 2. 5 KIC

σ( )
s

2

= 17. 59 mm，

本例中壁板厚度为3 mm达不到平面应变要求，处于

平面应力状态。用( 12) 式将其转化为平面应力状态

时的极限应力强度因子 KC = 2 050 MPa·mm1 /2，变

异系数 CKC
= 0. 088。

4) 综合失效概率计算

将以上数据代入裂纹失稳扩展的安全边界方

程，通过二阶窄限界法计算的多裂纹结构失稳扩展

失效概率如表 2 所示。

表 2 共线裂纹的计算结果

间距

/mm
d = 10 d = 8 d = 6 d = 4

Pf

5. 045 5

× 10 －4

6. 308 2

× 10 －4

2. 818 5

× 10 －3

5. 684 9

× 10 －3

可以看出，当裂纹间距从 d = 10 mm 变化到 d =
4 mm 的过程中，裂纹失稳扩展失效概率逐渐增大，

并且间距越小，失效概率越大。

4 结束语

1) 在考虑多裂纹结构断裂韧性和应力强度因

子服从对数正态分布的基础上，运用二阶窄边界理

论，建立了多裂纹结构的裂纹失稳扩展可靠性模型，

多裂纹的应力强度因子及其分散性，可以通过随机

有限元方法计算得到。
2) 由共线裂纹算例可以看出，裂纹间距对多裂

纹结构失效概率有着明显影响，长度裂纹相同，间距

越小，失效概率越大。在同一材料构成，承受同一载

荷的多裂纹构型中，各裂纹扩展完全相关，裂纹失稳

扩展综合失效概率主要是由应力强度因子最大的裂

纹所决定。
3) 所建立的模型也可以应用到由不同材料构

成的多裂纹结构形式，此时，各裂纹的失稳扩展失效

概率由于材料的不同有所区别，对该模型来讲计算

量会有所增大。
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Exploring Theoretically Reliability of Multiple-Crack Structure by
Applying Taylor Stochastic Finite Element Method( TSFEM)

Xue Xiaofeng，Feng Yunwen，Feng Yuansheng
( College of Aeronautics，Northwestern Polytechnical University，Xi'an 710072，China)

Abstract: Sections 1 through 3 of the full paper explain our theoretical exploration mentioned in the title，whose
core consists of: ( 1) TSFEM is applied to analyzing the uncertainty of plane multiple-crack stress intensity factor
( SIF) through considering the uncertainties of material properties，crack lengths，and load; ( 2) stochastic finite
element model of plane multiple-crack is presented; considering the lognormal distribution of fracture toughness and
stress intensity factor，the transient propagation reliability model of multiple-crack structure is developed，including
stress strength reliability interference model and secondary narrow boundary theory; ( 3) the ultimate stress intensity
factor is the fracture toughness for the plane strain mode; when the panel thickness is not large enough for using the
plane strain assumption，the plane strain fracture toughness should be transformed to available ultimate stress inten-
sity factor; ( 4) the mean and uncertainty of stress intensity factor can be calculated by the TSFEM． Section 4 gives
concluding remarks consisting of three parts．

Key words: computational complexity，computational geometry，crack propagation，elastoplasticity，finite element
method，fracture toughness，mathematical models，probability，reliability，schematic diagrams，stress
intensity factors，two dimensional; multiple-crack，Taylor stochastic finite element method( TSFEM)
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