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一种变步长 AP-REE算法的研究
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摘 要:为了提高自适应滤波器的滤波性能，提出了一种变步长的 AP-REE算法。通过分析 AP-REE
算法权值误差和权值均方误差的二阶统计量，获得了参数迭代步长的一个优化解，促进了 AP-REE算
法在迭代方向上均方误差的收敛速度。仿真结果表明，相比较于定步长的 AP-REE 算法，变步长的
AP-REE算法获得了更快的收敛速度。
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归一化最小均方 ( Normalized Least Mean
Square，NLMS) 算法计算简单、容易实现，经常用在
自适应滤波结构的设计中［1］。在一个固定不变的 N
维坐标系中，NLMS算法是在输入信号的方向迭代，
对于高度自相关的输入信号，自适应滤波器的前后

迭代方向几乎平行。因此，NLMS 算法表现出了收
敛速度慢的缺点。为了克服此缺点，文献［2］基于
几何理论首先提出了仿射投影( Affine Projection，
AP) 算法，指出迭代方向应当与多个输入信号方向
正交以促进收敛。文献［3］通过定义输入信号的方
向向量概念，提出了一种新的 AP 算法迭代模型。
文献［4］基于迭代方向自正交化将促进收敛的思
想，提 出 了 NLMS-OCF ( Normalized Least Mean
Square with Orthogonal Correction Factors) 算法，其与
AP算法具有完全相同的外部特征。文献［5］假定
输入信号方向前后相关独立，建立了 AP 算法收敛
性的随机统计模型。文献［6］在文献［5］研究的基
础上，通过分析滤波参数同系统测量噪声之间的相

关性，分析了 AP算法收敛性的权值均方误差( Mean
Square Error，MSE) 。当输入信号模型是自回归模
型时，对 AP算法迭代方向的分析等于是对自由度
降低的高斯白噪声信号方向的分析，文献［7，8］分
别建立了 AP 算法收敛性和跟踪性的随机统计模
型。文献［9］基于能量守恒定律，通过分析权值误
差和系统测量噪声之间的相关性，给出了 AP 算法

收敛性的一种理论分析模型。文献［10］研究并给
出了具有无偏性和一致性的 AP算法稳定状态解。

AP算法利用估计的输出误差表示迭代误差，而
自适应滤波器迭代方向与引起估计输出误差的方向

不同，导致修正的估计权值方向与引起估计输出误

差的方向不一致。文献［11］通过对 AP算法迭代方
向的分析，建立了一种基于回归估计误差的仿射投

影( Affine Projection Algorithm Using Regressive Esti-
mated Error，AP-REE) 算法，促进了自适应滤波收敛
的性能，但增加了系统测量噪声。自适应滤波器的
跟踪性能———均方偏差和失调量，非常依赖于参数
迭代步长。自适应增益最小均方 ( Least Mean
Square，LMS) 算法通过实时估计迭代步长，促进了
自适应滤波器的收敛性能［1］。在本文中，为了促进
AP-REE算法在迭代方向 MSE 的下降速度，通过实
时估计 AP-REE算法的迭代步长，获得了一个优化
的解，建立了一种变步长的 AP-REE ( Variance Step
Size Affine Projection Algorithm Using Regressive Esti-
mated Error，VSS-AP-REE) 算法，促进了自适应滤波
器的收敛速度。

1 AP-REE算法

在自适应滤波器的系统辨识模型中，假定系统



西 北 工 业 大 学 学 报 第 31 卷

的输入为广义平稳信号 xn，相应的输出信号是 dn，

系统测量噪声是均值等于 0 的高斯白噪声 εn。利用
抽头延迟线可以把输入信号转换为输入向量 xn ，定

义为

xn = xn xn－1 … x[ ]n－N+1 ( 1)

自适应滤波器的目标是在离散的时间点 n，通
过利用最近的( m + 1) 个输入向量，估计一个N维的
权值向量 wn。定义过去输入的 m个输入向量构成的
输入矩阵 Xn 是

Xn = xn－1 xn－2 … x[ ]n－m ( 2)

文献［11］给出了 AP-REE 算法更新权值向量
的结构，其迭代过程如下

珓en = dn － d̂n ( 3a)

en = 珓en －∑
m

i = 1
ân，i珓en－i ( 3b)

wn+1 = wn + μ
n

T
nn

en ( 3c)

式中 珓en 是估计输出误差，en 表示 AP-REE 算法的估
计迭代误差，̂dn 表示自适应滤波器的估计输出信

号，参数 μ表示算法的迭代步长。n 表示输入信号

的方向向量，定义为

n = xn － Xn－1，m ân = xn －∑
m

i = 1
ân，ixn－i ( 3d)

( 3b ) 式 和 ( 3d ) 式 中 的 向 量 ân =
ân，1 ân，2 … ân，[ ]m

T 可以由最小二乘算法计算

而得

ân = ( XT
nXn )

－1XT
nxn ( 3e)

为了便于分析，假定存在一个真实的 N 维自适
应滤波器的权值向量 w0。因此，基于文献［11］的结
果可得相应的估计迭代误差信号

en = 珟wT
nn + n ( 4)

式中

n = εn －∑
m

i = 1
ân，iεn－i ( 5)

和

珟wn = w0 － wn ( 6)
从( 3c) 式和( 4) 式可以看出，AP-REE算法的迭

代方向与引起估计迭代误差的方向都是输入信号的

方向向量 n，二者的方向相同。从文献［3］中可以
看出 AP 算法的迭代方向是输入信号的方向向量
n ，但是引起估计迭代误差的方向是输入向量。
利用( 4 ) 式，可得 AP-REE 算法迭代方向二阶

统计量的 MSE等于
ξn = E［( 珟wT

nn + n ) ( 珟w
T
nn + n )

T］

= E［珟wT
nn

T
n珟wn］+ E［2

n］+ 2E［T
n珟wnn］( 7)

基于文献［7］中的假设，假定输入信号的方向
向量 n 是均值等于 0 的高斯向量，其自由度等于 F
= ( N － m) ，它独立于估计权值向量wn，其中假设合

理性的证明在文献［7］中已经给出。由于 n 是由系

统测量噪声构成，而系统测量噪声独立于其它信号。
因此，可得

E［T
n珟wnn］ = 0 ( 8)

和

E［珟wT
nn

T
n珟wn］ = tr( E［珟wn珟w

T
nn

T
n］)

= tr( cov( 珟wn ) E［n
T
n］) = σ2

φ tr( cov( 珟wn ) ) ( 9)

式中 σ2
φ表示输入信号方向向量n的方差。基于( 8)

式和( 9) 式，( 7) 式可以重新写为
ξn = σ2

φ tr( cov( 珟wn ) ) + E［2
n］ ( 10)

从( 10) 式中可以看出，在输入信号和系统测量
噪声一定的条件下，AP-REE 算法迭代方向二阶统
计量的 MSE主要依赖于权值误差协方差矩阵的迹。

2 AP-REE算法的优化迭代步长

为了分析算法参数迭代步长的优化解，首先把

( 4) 式的转置代入( 3c) 式，可得

wn+1 = wn + μ
n

T
n

T
nn
珟wn + μ

n

T
nn

n ( 11)

结合( 6) 式和( 11) 式，可得自适应滤波器权值误差
的迭代方程

珟wn+1 = 珟wn － μ
n

T
n

T
nn
珟wn － μ

n

T
nn

n ( 12)

由( 12) 式，可得权值误差向量的协方差矩阵

cov( 珟wn+1 ) = cov( 珟wn ) － μcov( 珟wn ) E
n

T
n

T
n

[ ]
n

－

μE n
T
n

T
n

[ ]
n

cov( 珟wn ) + μ
2E n

T
n

T
nn
珟wn珟w

T
n
n

T
n

T
n

[ ]
n

－

μE I － μ
n

T
n

T
n

( )
n

珟wn
T

nn

T
n

[ ]
n

－

μE nn

T
nn
珟wT

n I － μ
n

T
n

T
n

( )[ ]
n

+ μ2E nn

T
nn

n
T
n

T
n

[ ]
n

( 13)
求方程( 13) 式两边的迹，可得
tr( cov( 珟wn+1 ) ) = tr( cov( 珟wn ) ) －

·481·
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μtr cov( 珟wn ) E
n

T
n

T
n

[ ]( )
n

－

μtr E n
T
n

T
n

[ ]
n

cov( 珟wn( )) +

μ2 tr E n
T
n

T
nn
珟wn珟w

T
n
n

T
n

T
n

[ ]( )
n

－

μtr E I － μ
n

T
n

T
n

( )
n

珟wn
T

nn

T
n

[ ]( )
n

－

μtr E nn

T
nn
珟wT

n I － μ
n

T
n

T
n

( )[ ]( )
n

+

μ2 tr E nn

T
nn

n
T
n

T
n

[ ]( )
n

≡ tr( cov( 珟wn ) ) － Δ( μ)

( 14)
如果选择参数迭代步长 μ 使 Δ( μ) 最大化，这

样将确保从第 n时刻点迭代到第( n + 1) 时刻点的
迭代均方误差下降到最大。因此，最大化方程式

Δ( μ) = μtr cov( 珟wn ) E
n

T
n

T
n

[ ]( )
n

+

μtr E n
T
n

T
n

[ ]
n

cov( 珟wn( )) +

μtr E I － μ
n

T
n

T
n

( )
n

珘wn
T

nn

T
n

[ ]( )
n

+

μtr E nn

T
nn
珟wT

n I － μ
n

T
n

T
n

( )[ ]( )
n

－

μ2 tr E n
T
n

T
nn
珟wn珟w

T
n
n

T
n

T
n

[ ]( )
n

－

μ2 tr E nn

T
nn

n
T
n

T
n

[ ]( )
n

( 15)

由于系统测量噪声是均值等于 0 的高斯白噪
声，( 15) 式中的第 3、4 项等于 0。因此，可得优化的
参数迭代步长

μn =

tr cov( 珟wn ) E
n

T
n

T
n

[ ]( )
n

+ tr E n
T
n

T
n

[ ]
n

cov( 珟wn( ))
2tr E n

T
n

T
nn
珟wn珟w

T
n
n

T
n

T
n

[ ]( )
n

+ 2tr E nn

T
nn

n
T
n

T
n

[ ]( )
n

( 16)
由于变量 n

T
n中一个元素的变化仅仅影响变

量T
nn中N个独立项元素一个或者两个的变化。当
参数 N值比较大时，变量 n

T
n 中的元素变化时，变

量 T
nn 的值变化不是很快，所以文献［7］指出变量

n
T
n 与变量 

T
nn 可以认为相互的独立。因此，可得

( 16) 式中分子的第一项等于

tr cov( 珟wn ) E
n

T
n

T
n

[ ]( )
n

≈ tr cov( 珟wn ) E
1

T
n

[ ]
n

E( n
T
n( ))

= σ2
φ tr cov( 珟wn ) E

1
T

n
[ ]( )

n

( 17)

由于假定输入信号的方向向量 n 是均值等于

0 的高斯向量，它的自由度等于 F = ( N － m) ［7］。因
此，变量 y = T

nn 服从卡方分布

fy ( y) =
1

2
F
2 σF

φ Γ
F( )2

y
F( )2 －1e

－y
2σ2φ y≥ 0 ( 18)

利用( 18) 式，求变量 1
T

nn
的数学期望值，可得

E 1
T

n
[ ]

n

= 1
σ2
φ ( F － 2)

( 19)

由( 17) 式和( 19) 式，可得

tr cov( 珟wn ) E
n

T
n

T
n

[ ]( )
n

≈ 1
F － 2tr( cov( 珟wn ) )

( 20)
同理，可得( 16) 式中分子的第 2 项等于

tr E n
T
n

T
n

[ ]
n

cov( 珟wn( )) ≈ 1
F － 2tr( cov( 珟wn ) ) ( 21)

基于文献［7］，( 16) 式中分母的第一项等于

tr E n
T
n

T
nn
珟wn珟w

T
n
n

T
n

T
n

[ ]( )
n

= (tr 1
N( F2 + 2F)

{ Ftr［cov( 珟wn) ］+ mE［珟wT
n］E［珟wn］} )I

= 1
F2 + 2F
{ Ftr［cov( 珟wn) ］+ mE［珟wT

n］E［珟wn］}

( 22)
根据系统测量噪声是均值等于 0 的高斯白噪

声，( 16) 式中的分母第 2 项等于

tr E nn

T
nn

n
T
n

T
n

[ ]( )
n

= tr E n
T
n

( T
nn )

[ ]( )2
E( 2

n )

( 23)
与 ( 17 ) 式相似，可以认为变量 n

T
n 和变量

( T
nn )

2 相互的独立。因此，可得如下的表达式

tr E nn

T
nn

n
T
n

T
n

[ ]( )
n

≈ tr( E［n
T
n］) E

1
( T

nn )
[ ]2 E( 2

n )

= Nσ2
φE( 

2
n ) E

1
( T

nn )
[ ]2 ( 24)
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利用( 18) 式，求变量 1
( T

nn )
2 的数学期望值，可得

E 1
( T

nn )
[ ]2 = 1

σ4
φ ( F － 2) ( F － 4)

( 25)

由( 24) 式和( 25) 式，可得

tr E nn

T
nn

n
T
n

T
n

[ ]( )
n

≈ N
σ2
φ ( F － 2) ( F － 4)

E( 2
n )

( 26)
把( 20) 式、( 21) 式、( 22) 式和( 26) 式代入( 16 ) 式，
可得

μn =

1
F － 2tr( cov( 珟wn ) )

{ 1
F2 + 2F
{ Ftr［cov( 珟wn) ］+ mE［珟wT

n］E［珟wn］}

+ N
σ2
φ ( F － 2) ( F － 4)

E( 2
n ) }

( 27)
把( 27) 式中的分子和分母同时相乘 σ2

φ ，可得

μn =
1

F － 2tr( cov( 珟wn ) ) σ
2
φ

{ 1
F2 + 2F
{ Ftr［cov( 珟wn) ］σ

2
φ + mE［珟wT

n］E［珟wn］σ
2
φ}

+ N
( F － 2) ( F － 4) E( 

2
n ) }

( 28)
由( 10) 式和( 28) 式，可得

μn =
1

F － 2( ξn － E［2
n］)

{ 1
F2 + 2F
{ F( ξn － E［2

n］) + mE［珟wT
n］E［珟wn］σ

2
φ}

+ N
( F － 2) ( F － 4) E( 

2
n ) }

=
( F2 + 2F) ξn － ( F2 + 2F) E［2

n］

{ F( F － 2) ξn + ( F － 2) mE［珟wT
n］E［珟wn］σ

2
φ

+ ( F
2 + 2F) N
F － 4 － F( F － 2[ ]) E( 2

n ) }

( 29)
E［2

n］的结果可由( 5) 式计算而得，由于系统
测量噪声是均值等于 0 的高斯白噪声。因此，可得

E［2
n］ = ( 1 + E［̂aT

n ân］) σ
2
ε ( 30)

式中 σ2
ε 是系统测量噪声的方差，设常数

C1 = ( F2 + 2F) E［2
n］

C2 = E［2
n］
( F2 + 2F) N

F － 4 － F × ( F － 2[ ])

可得优化的迭代步长等于

μn =
( F2 + 2F) ξn － C1

［F( F － 2) ξn + ( F － 2) mE［珘wT
n］E［珟wn］σ

2
φ + C2］

( 31)
( 31 ) 式构成了 AP-REE 算法迭代步长的优

化解。

3 VSS-AP-REE算法

由于自适应滤波器的权值向量独立于输入信号

的方向向量，对( 12) 式两边求数学期望值，可得

E［珟wn+1］ = E［珟wn］－ μE
n

T
n

T
n

[ ]
n

E［珟wn］－

μE n

T
nn

[ ]n ( 32)

系统测量噪声是均值等于 0 的高斯白噪声，因
此，可得( 32) 式中的最后 1 项等于 0。同时，由于可
以认为变量 n

T
n 和变量 

T
nn 相互独立，可得

E［珟wn+1］ = I － μE 1
T

n
[ ]

n

E［n
T
n( )］ E［珟wn］

( 33)
由于输入信号的方向向量是均值等于 0 的高斯向
量，基于( 19) 式，可得

E［珟wn+1］ = 1 － μ( )F － 2
E［珟wn］ ( 34)

( 31) 式中的 E［珟wT
n］和 E［珟wn］在实际系统中不

易直接获得，基于( 7) 式和( 34) 式，( 31) 式可以重
新写为

μn =
( F2 + 2F) e2n － C1

F( F － 2) e2n + ( F － 2) m 1 －
μn－1

F －( )2
2

e2n－1 + C[ ]2

( 35)
利用变步长的参数 μn 代替定步长 μ，可得 VSS-

AP-REE算法

wn+1 = wn + μn
n

T
nn

en ( 36)

( 3a) 式、( 3b) 式、( 3d) 式、( 3e) 式、( 35) 式和( 36) 式
以一定的顺序构成了 VSS-AP-REE算法。
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4 算法仿真

在系统辨识模型中，假定 VSS-AP-REE 算法的
初始估计权值向量是 w0 = 0，参数 N = 32。由于一
个比较合理的选择是限定参数迭代步长的范围在区

间( 0，1］。因此，当 VSS-APA-REE 算法的参数迭代
步长大于 1 时，设定为 1。系统测量噪声是均值等于
0，方差等于 10 －6 的高斯白噪声。假定真实系统的初
始权值向量 w0 具有最大熵，即

w0 = V1 ( 37)
式中向量 1 = 1 1 …[ ]1 T，输入信号的方向向

量自相关矩阵为 E［n
T
n］ = VΛVT。

示例1 考虑表达式为 xn = － 0. 5xn－1 + zn的适
度相关输入信号模型，其中 zn 为均值等于 0 的高斯
白噪信号。选择参数 m = 1，c1 = 0. 001 3 和 c2 =
0. 001 5 ，AP-REE 算法的参数迭代步长选择等于
0. 1。图 1 给出了 VSS-AP-AG 算法和传统 AP-REE
算法的 MSE 学习曲线的比较，从中可以发现 VSS-
AP-REE算法的收敛速度优于 AP-REE算法。

图 1 MSE vs适度相关输入信号

示例 2 考虑表达式为 xn = － 0. 95xn－1 + zn 的
高度相关输入信号模型。选择参数 m = 1，c1 =
0. 001 9 和 c2 = 0. 002 2 ，AP-REE 算法的参数迭代
步长选择等于 0. 2。图 2 表明相比较于 AP-REE 算
法，VSS-AP-REE算法具有比较快的收敛速度，VSS-
AP-REE算法通过自适应的调节参数迭代步长，促
进了自适应滤波器的收敛速度。

图 2 MSE vs高度相关输入信号

5 结 论

通过选择参数迭代步长 μ 使 Δ ( μ) 最大化，确
保了从第 n时刻点迭代到第( n + 1 ) 时刻点的迭代
均方误差下降到最大，从而促进了自适应滤波器的

收敛速度。本文通过分析 AP-REE 算法的收敛性
能，获得了一种优化的迭代步长，通过把实时估计的

迭代均方误差应用到建立的优化迭代步长中，建立

了一种 VSS-AP-REE 算法。仿真结果表明: 相比较
于传统 AP-REE 算法，本文提出的 VSS-AP-REE 算
法促进了自适应滤波器的收敛性能。
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A Better Variable Step-Size ( VSS) Affine Projection ( AP)
Algorithm Using Regressive Estimated Error ( REE)

Zhi Yongfeng，Zheng Xi，Li Ru，Deng Zhenghong，Zhang Jun
( Department of Automatic Control，Northwestern Polytechnical University，Xi'an 710072，China)

Abstract: Aim． To improve the convergence rate performance of an adaptive filter，especially for the highly colored
input signals，Refs． 2 and 3 adopt the AP algorithm． Ref． 11 adopts AP-REE algorithm by redefining the iterated
error for the AP algorithm． However，its gain does not change，and thus its convergence is not as rapid as is possi-
ble，in our opinion，with adaptive gain． We explain mathematically in sections 1，2 and 3 of the full paper our
VSS-AP-REE algorithm and explain how it achieves optimization． The simulation results，shown in Figs． 1 and 2，
and their analysis indicate preliminarily that our VSS-AP-REE algorithm has faster convergence performance as
compared with the conventional AP-REE algorithm．

Key words: adaptive filtering，algorithms，computer simulation，convergence of numerical methods，estimation，
optimization; VSS-AP-REE ( variable step-size affine projection using regressive estimated error) al-
gorithm
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