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伪仿射投影算法优化迭代步长的研究
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摘 要: 为了促进自适应滤波器的滤波性能，建立了一种变步长的伪仿射投影 ( Pseudo Affine
Projection，PAP)算法。通过使得权值误差在输入信号方向向量的误差等于 0，结合正交迭代算法，获
得了 PAP 算法的优化迭代步长。仿真结果表明:基于优化迭代步长的 PAP 算法促进了自适应滤波器
的收敛性和失调量。
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自适应滤波技术在噪声和回波消除、均衡、波束

形 成 中 得 到 了 广 泛 应 用。归 一 化 最 小 均 方

( normalized least mean square，NLMS ) 算法计算简

单，因此获得了广泛应用［1］。但是对于高度自相关

的输入信号，信号特征值相差比较大，NLMS 算法表

现出了收敛速度慢的特性。为了改善这一问题，提

出了一些高效、快速收敛的自适应滤波算法。比如，

从几何理论研究的角度，文献［2］首次提出了仿射

投影( affine projection，AP ) 算法。通过引入输入信

号方向向量的概念，建立了基于自回归模型的 AP
算 法 和 滑 动 平 均 模 型 的 正 交 迭 代 ( orthogonal
direction，OD) 算法［3］。基于连续的输入信号相互

正交将促进自适应滤波器收敛的思想，建立了一种

基于正交因子的 NLMS 算法［4］。文献［5］建立了一

种简化的 AP 算法，称为伪仿射投影( pseudo affine
projection algorithm，PAP) 算法。接着文献［6］分析

了 PAP 算法的统计特性，研究了 PAP 算法的权值

均方误差收敛性。
基于变步长可以促进自适应滤波的性能，文献

［7］建立了一种带有指数平滑因子的 AP 算法。通

过分析估计输出的误差信号，文献［8］获得了迭代

步长的一个实时估计值，建立了一种自适应增益 AP
算法，接着分析了 AP 算法权值稳定状态的解［9］。
文献［10］分析了基于回归估计误差的 AP 算法统计

特性，接着分析了其优化迭代步长［11］。

在本论文中，通过分析 PAP 算法的迭代步长，

利用 OD 算法定义的输入信号方向向量，使得在其

方向的权值误差等于 0，获得了 PAP 算法的优化迭

代步长，促进了自适应滤波器的收敛性和失调量。

1 PAP 算法

在自适应滤波器的系统辨识模型中，系统的输

入是均值等于 0 的稳定信号 xn。利用抽头延迟线

可以把输入信号转换为输入向量 xn ，定义为

xn =［xn xn － 1 … xn－N+1］
T ( 1)

由 m 个输入向量构成的输入矩阵 Xn－1 ，定义为

Xn－1 =［xn－1 xn－2 … xn－m］ ( 2)

系统辨识的目标是在离散的时间点 n，利用最

近的( m + 1) 个输入向量，估计一个 N 维的权值向

量 wn。文献［3］给出了用自适应滤波器实现 PAP
算法更新权值向量的结构，其迭代过程如下所示:

d̂n = wT
nxn ( 3)

en = dn － d̂n ( 4)

wn+1 = wn + μ
φn

φT
nφn

en ( 5)

式中: en 表示估计的误差信号，μ 表示自适应滤波器

的迭代步长，相应的系统输出信号为 dn，自适应滤

波器估计的输出信号为 d̂n。φn 表示输入信号的方
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向向量，定义为

φn = xn － Xn－1α̂n ( 6)

向量 α̂n 由下面的方程式计算而得

α̂n =［XT
n－1Xn－1］

－1XT
n－1xn ( 7)

从( 3) 式到( 7) 式构成了 PAP 算法，下面将分

析 PAP 算法的优化迭代步长，以促进其收敛性和失

调量的性能。

2 优化迭代步长

假设存在着一个真实的 N 维权值向量 w0。因

此，相应的误差信号可以写为

en = 珟wT
nxn + εn ( 8)

式中

珟wn = w0 － wn ( 9)

ε n 为系统的测量噪声。为了获得 PAP 算法的优化

迭代步长，把( 5) 式中的定步长 μ 替换成 μ n。基于

( 5) 式和( 9) 式，可得变步长 PAP 算法权值误差的

迭代方程

珟wn+1 = 珟wn － μn

φn

φT
nφn

en ( 10)

在( 10) 式前乘以输入信号方向向量的转置 φT
n ，

可得

φT
n珟wn+1 = φT

n珟wn － μnen ( 11)

从( 5) 式可以看出，PAP 算法的迭代方向是输

入信号的方向向量 φn，在( n + 1) 时刻，最优的迭代

步长使得权值误差在输入信号方向向量的方向等于

0。因此，基于( 11) 式，可得在 n 步的优化迭代步长

等于

μn，opt =
φT

n珟wn

en
( 12)

从( 12) 式可以看出，φT
n珟wn 的结果未知，需要采

用其它的参数表示。本文为了把 φT
n珟wn 表示为过去

误差信号的表达式，利用自回归和滑动平均 2 种模

型可以相互近似地表示，仅仅是它们的阶次不同。
基于文献［3］给出的计算输入信号方向向量的方

法，可以把计算滑动平均输入信号模型的输入信号

方向向量的方法应用到计算自回归输入信号模型的

输入信号方向向量中，便于把φT
n珟wn 表示为过去误差

信号的表达式。因此，可以把输入信号方向向量 φn

的计算表示为

φn = xn － Ẑn－1 b̂n ( 13)

式中

b̂n = ［̂ZT
n－1Ẑn－1］

－1ẐT
n－1xn ( 14)

定义过去 k 个输入信号方向向量组成的输入向量矩

阵为

Ẑn－1 =［φn－1 φn－2 … φn－k］ ( 15)

参数 k 表示最近过去输入的相互正交的输入信号方

向向量的个数，输入向量矩阵的初始值设置为 Ẑ0

= 0 0 … 0[ ] 。
利用输入信号方向向量 n 和输入向量矩阵相

互正交的结论 T
n Ẑn－1 = 0［3］，在( 10) 式前乘以输入

向量矩阵的转置 ẐT
n－1 ，可得

ẐT
n－1珟wn+1 = ẐT

n－1珟wn ( 16)

基于( 15) 式和( 16) 式，可得

T
n－δ珟wn+1 = T

n－δ珟wn ; 1≤ δ≤ k

T
n－1－τ珟wn = T

n－1－τ珟wn－1 ; 1≤ τ≤ k

T
n－2－κ珟wn－1 = T

n－2－κ珟wn－2 ; 1≤ κ≤ k


T
n－m－γ+1珟wn－m+2 = T

n－m－γ+1珟wn－m+1 ; 1≤ γ≤ k

( 17)

由( 17) 式递推可得

T
n－1 T

n－2 … T
n－k[ ] 珟wn =

T
n－1珟wn T

n－2珟wn－1 … T
n－k珟wn－k+1[ ] ( 18)

基于( 11) 式和( 18) 式，可得

T
n－1 T

n－2 … T
n－k[ ] 珟wn =

［T
n－1珟wn－1 － μn－1en－1 T

n－2珟wn－2 － μn－2en－2
… T

n－m珟wn－m － μn－ken－k］ ( 19)

定义 ên = 珟wT
nn，基于( 13) 式和( 15) 式可得

ên = 珟wT
nxn － 珟wT

nn－1 珟wT
nn－2 … 珟wT

nn－k[ ] b̂n

( 20)

经整理，( 19) 式、( 20) 式可以重新写为

ên = 珟wT
nxn － ［̂en－1 － μn－1en－1 ên－2 － μn－2en－2

… ên－k － μn－ken－k］̂bn ( 21)

在实际系统中，系统不可避免地受到系统测量

噪声的影响。基于( 8) 式

ên ≈ en － ［̂en－1 － μn－1en－1 ên－2 － μn－2en－2

… ên－k － μn－ken－k］̂bn ( 22)

根据 ên 的定义，( 12) 式可以写为

μn，opt =
ên
en

( 23)

式中: ên 的值由( 22) 式给出。

·301·
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因此，可得基于优化迭代步长 PAP 算法的权值

更新方程

wn+1 = wn + μn，opt

n

T
nn

en ( 24)

( 3) 式、( 4) 式、( 6) 式、( 7) 式、( 23) 式和( 24)

式以一定的顺序构成了基于优化迭代步长的 PAP
算法，确保了在自适应滤波器迭代的 ( n + 1) 步，权

值误差在输入信号方向向量的方向等于 0。因此，

所建立的算法促进了自适应滤波器的收敛速度和稳

态性能。

3 仿真示例

假定自适应滤波器的初始估计权值向量 w0 =
0，其为 32 维的向量。信噪比设置为 60 dB，算法仿

真结果的均方误差学习曲线是通过对 100 个相互独

立的学习曲线求平均值而得，优化迭代步长 μ 0，opt 的

初始值等于 1。假设自适应滤波器的真实权值向量

w0 具有最大熵，也就是说在各个方向具有相同大小

的值。在本文中假定各个方向的幅值等于 1，因此

可得

w0 = I ( 25)

式中: I 是一个所有元素等于 1 的 32 维向量。

图 1 输入信号是 AＲ( 1) 模型时所建立算法的学习曲线

示例一 输入信号是 yn = － 0. 95yn－1 + zn，其中

zn 为均值等于0的高斯白噪声，选择参数m和 k等于

2。图 1 给出了优化迭代步长的自适应 PAP 算法均

方误差的学习曲线，从图中可以看出所建立算法的

收敛速度比较快，稳态误差比较小。
示例二 输入的信号是 yn = zn + 0. 95zn－1 －

0. 4zn－3 － 0. 95yn－1，选择参数 m = 3 和 k = 3。图 2 给

出了优化迭代步长的自适应 PAP 算法均方误差的

学习曲线，从图中可以看出所建立的算法促进了自

适应滤波器的收敛速度，同时获得了比较好的稳态

性能。

图 2 输入信号是 AＲMA( 1，3) 模型时所

建立算法的学习曲线

4 结 论

通过分析 PAP 算法在输入信号方向向量上权

值误差引起的估计输出误差信号，使得权值误差在

输入信号方向向量的误差等于 0，结合 OD 算法定义

的输入信号方向向量，利用自回归模型和滑动平均

模型可以相互近似表示的原理，获得了 PAP 算法的

优化迭代步长。仿真结果表明: 相比较于 PAP 算

法，本文提出的算法促进了自适应滤波器的收敛性

和失调量。
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Ｒesearch on Optimal Step Size Based on Pseudo
Affine Projection Algorithm

Zheng Xi，Zhi Yongfeng，Zhang Jun
( Department of Automatic Control，Northwestern Polytechnical University，Xi'an 710072，China)

Abstract: Aiming to improve the performance of adaptive filtering，we present a pseudo affine projection ( PAP )

algorithm with variable step size． Setting the weight error to be zero in the direction vector and using the orthogonal
direction algorithm，we obtain the optimal step size for the PAP algorithm． The simulation results and their analysis
show preliminarily that the PAP algorithm with the optimal step-size improves the adaptive filtering convergence and
misadjustment．

Key words: adaptive filtering，algorithms，computer simulation，convergence of numerical methods，
identification，affine projection，optimal step size
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